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ВСТУП 

 

Самостійна робота – обов’язковий компонент навчальної та науково-

дослідницької роботи студентів. Її ефективність значною мірою визначає 

якість професійної підготовки у ВНЗ. Студент самостійно, базуючись на 

своїх мотивах, оцінює предмет  навчальної діяльності, визначає загальну 

мету і конкретні  задачі, вибирає адекватні засоби їх вирішення для 

досягнення результату, здійснює необхідний самоконтроль.   

Ефективність самостійної роботи досягається за рахунок максимальної 

активності самого студента. 

Керівництво самостійною роботою студентів здійснюється в процесі 

співпраці викладача і студента і має на меті сформувати в останнього вміння 

будувати і використовувати алгоритм розв’язання типових задач, 

здійснювати типові розрахунки, самостійно працювати з навчальною та 

довідковою літературою, аналізувати матеріали лекцій. 

Методичні вказівки призначені в першу чергу для студентів інженерно-

технічних спеціальностей, але може бути корисним для студентів усіх 

спеціальностей денної та заочної форми навчання, які вивчають в тому чи 

іншому обсязі вищу математику. Воно адресоване в основному 

першокурсникам. 

Посібник містить необхідний матеріал за розділом курсу «Вища 

математика. Частина 2»: невизначений інтеграл, визначений інтеграл, 

невласні інтеграли. Матеріал за даними темами викладено в короткій, 

конспективній формі і супроводжується розглядом достатньої кількості 

прикладів і задач. В кінці кожного розділу наведені варіанти завдань для 

самостійного розв’язання, які спрямовані на перевірку того, як засвоєні 

знання, необхідні для формування умінь. Наприкінці є додаток, який містить 

таблицю основних невизначених інтегралів, короткий довідковий матеріал з 

основних тригонометричних тотожностей, значенням тригонометричних 

функцій деяких кутів.  



 
 

4 
 

РОЗДІЛ І. МЕТОДИЧНІ РЕКОМЕДАЦІЇ ДО САМОСТІЙНОЇ 

РОБОТИ ЗА ТЕМОЮ «НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ» 

 

 Мета роботи: Допомогти студентам оволодіти окремими розділами вищої 

математики «Інтегральне числення. Невизначений інтеграл»; ознайомитися 

з деякими  теоретичними відомостями; сформувати математичне 

мислення студентів; розвинути у них практичні навички при розв’язуванні 

задач. 

 

1.1.  Поняття первісної функції і невизначеного інтегралу. Властивості 

невизначеного інтегралу. 

Таблиця основних інтегралів. Найпростіші правила інтегрування.  
  

Означення. Функція F (x) називається первісною для функції f (x) на 

проміжку [a, b], якщо у всіх точках цього проміжку виконується рівність 

)()( xfxF  . 

Приклад. Первісними для функції 
xexf 3

3

1
)(   є xexF 3)(  , 

12)( 3  xexF ,  xexF 3)( , 7ln)( 3  xexF  , тому що похідна кожної із 

цих функцій дорівнює )(xf . 

Теорема 1. Будь-яка неперервна на проміжку [a, b] функція має на 

цьому проміжку первісну. 

Теорема 2. Якщо функція f (x) має на проміжку [a, b] первісну F(x), то 

вона має на цьому проміжку безліч первісних, причому будь-які дві з них 

відрізняються лише сталим доданком.  

Тобто, якщо F (x) ─ первісна функції f (x) на [a, b], то всі інші первісні 

цієї функції мають вигляд F (x) + С, де С – довільна стала. 

Означення. Невизначеним інтегралом від функції f(x) називається 

множина всіх первісних цієї функції на деякому проміжку: 

  CxFdxxf )()( , constC  ,  

де  f (x) ─ підінтегральна функція,  
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f (x)dx ─ підінтегральний вираз, 

 x ─ змінна інтегрування. 

Графіком первісної функції є інтегральна крива. З геометричної точки 

зору невизначений інтеграл являє собою множину інтегральних кривих. 

Операцію знаходження невизначеного інтеграла (або первісної) від 

функції  f(x) називають інтегруванням функції f (x). 

Приклади 

1) Cxdxx 
545 , тому що   45 5xCx 


 ; 

2)   Cxxdx sincos , тому що   xCx cossin 


 ; 

3) Cxedxxe 
3

3
13

, тому що   xxx eeCe 33

3
13

3
1 3 


 . 

Властивості невизначеного інтегралу 

1) Похідна невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральній функції 

   )()( xfdxxf  . 

2) Диференціал невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральному виразу, 

тобто   dxxfdxxfd )()(  . 

3) Невизначений інтеграл від диференціала деякої функції дорівнює сумі цієї 

функції та довільної сталої C, тобто    CxFxdF )()(  або 

  CxFdxxF )()( . 

4) Сталий множник можна винести за знак інтеграла 

  dxxfkdxxkf )()( , де constk  . 

5) Невизначений інтеграл від алгебраїчної суми (різниці) функцій дорівнює 

алгебраїчній сумі (різниці) інтегралів від цих функцій, тобто 

     dxxdxxfdxxxf )()()()(  . 

6) Якщо F(x) ─ первісна функції f(x): 

  CxFdxxf )()( , то   CbaxF
a

dxbaxf  
1

)( ,  де  0,  aRba ; 
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7) Властивість інваріантності формул інтегрування ─ будь яка формула 

інтегрування при підстановці замість незалежної змінної будь-якої  

диференційованої функції від цієї змінної зберігає свій вигляд. 

Тобто, якщо   CxFdxxf )()(  для  bax , , і )(xuu   ─ будь-яка 

безліч разів диференційована на цьому проміжку функція, то 

CuFduuf  )()(  

Ця властивість дає можливість знаходити багато інтегралів. 

Приклад. Cxdxx   323 , тоді згідно властивості 7: Cuduu 
323 . 

Зокрема, якщо tgxu  , то   Cxtgtgxdxtg 
323 , або якщо xu ln , то 

    Cxxdx
x

dx
x 

3lnln2ln32ln3  . 

Таблиця основних інтегралів 

1. C
u

duu 






1

1






, 

 1  R . 

7. Ctguduu
u

du


2

2
sec

cos
. 

2. Cu
u

du
 ln . 8.   Cctguduuec

u

du 2

2
cos

sin
. 

3. C
a

a
dua

u
u  

ln
  1,0  aa . 9. Cauu

au

du
 



22

22
ln . 

4. Cedue uu  . 10. C
a

u

ua

du



arcsin

22
. 

5.   Cuduu cossin . 11. C
a

u
arctg

aau

du




1
22

. 

6.   Cuduu sincos . 12. C
au

au

aau

du








ln

2

1
22

. 

 

Приклад.     






C

x

x

x

dx

5

5
ln

52

1

52
. 
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Найпростіші правила інтегрування 

1) Подання підінтегральної функції у вигляді суми найпростіших дробів 

шляхом почленного  ділення  чисельника  дробу  на  її  знаменник. 

Приклад.       


C
хх

x
x

dx

x

dx
dxdx

x

xx

2

14
7

23
27

2

1227
. 

2) Перетворення  підінтегральної  функції  за  допомогою  найпростіших  

тригонометричних  формул 

Приклад.           Cxctgxdx
x

dx
dx

x
xdxсtg

2sin
1

2sin

12
. 

3) Перетворення підінтегральної функції за допомогою властивостей  

показникової  функції 

Приклад.      

 

3
1 3 1 2 3

3 2 3 3 3 8
2 2

24
24

ln 24

x
x x x x x

x
х

dx dx dx

dx C

       

  

  


 

 

1.2 Задачі для самостійного опрацювання 

 

Обчислити невизначені інтеграли 

1)    dxxx
32 1 ;      2)  


















 dx

x

x
21

4
sin5 ;    

3)   dxxtg 5 ;             4) 
 



dx

x

x

2

2
21

;    5) 







 dx

x
x

2

2

sin

2
cos ;      

6)  dxe x5 ;               7)  















 dx

xx
33 2

411
;   8)  
















  dx

x

xx

7

5
2

2

1 ; 

9) 


dx
x

xctg

2

2

cos

23
;    10)  dx

xx 22 cossin

1
;    11) 

 



dx

x

x
3

21
; 

12) 
 

 dx
xx

x

22 cossin

2cos
;  13) 

 



dx

x

x
2

34
;  14)  



















dx

x

x
x

3

5
15 . 
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1.3. Заміна змінної у невизначеному інтегралі.  

Інтегрування частинами. 

 

Теорема  (про заміну змінної у невизначеному інтегралі).  Якщо функція 

x=φ(t) визначена, монотонна та неперервно диференційована на  [α, β], 

причому множиною значень функції x=φ(t) є відрізок [a, b], а функція f(x) 

неперервна на [a, b], то на цьому проміжку має місце формула  

      dtttfdxxf   , 

у правій частині якої під t варто розуміти функцію t=t(x), обернену до x=φ (t). 

Приклади.  

1) 
sin

2 2 sin ,
cossin

t xсоs x dt
dх t C x C

dt x dxx t

 
       

 
 

2) 
16 16

15 15

3 12
1 1 (3 12)

(3 12) 3 ,
3 3 16 48

3

t x
t x

x dx dt dx t dt C C

dt
dx

 


       



   

3) 
22 1 1 1 1

,
4 2 22 2 2 2 4 224 2

x dx dt t xt x
arctg C arctg C

dt x dxx t

             
        

4) 

2

2 2 2

2

1

2
1 1 1

1

2

t x y arctg x
x arctgx x dx arctg x dx

dx dt x dx dx
x x x dy

dt x
x dx

  


     
   




  

 

22 2ln 11 1
ln .

2 2 2 2 2

xdt y arctg x
y dy t C C

t


          

Метод інтегрування частинами 

Якщо u=u(x) і v=v(x) ─ визначені й диференційовані функції, то має 

місце формула інтегрування частинами 

  duvuvdvu , 

яка дозволяє обчислення інтеграла  dvu  звести до обчислення більш 

простішого інтеграла  duv , якщо вдало вибрати функцію u(х). 
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Метод інтегрування частинами застосовується при знаходженні 

невизначених інтегралів таких типів:  

1. Якщо підінтегральна функція являє собою добуток степеневої 

функції  й тригонометричної або показникової функцій 


 




kx

k
kxdxvkxdxdv

dxx
n

Pdux
n

Pu

kxdxx
n

P
cos

1
sinsin

)()(

sin)( .,


 




kx

k
kxdxvkxdxdv

dxx
n

Pdux
n

Pu

kxdxx
n

P
sin

1
coscos

)()(

cos)( , 


 



 kxkxkx

nn
kx

n e
k

dxevdxedv

dxxPduxPu

dxexP 1

)()(

)( , 


 



 kxkxkx

nn
kx

n a
ak

dxavdxadv

dxxPduxPu

dxaxP

ln

1

)()(

)( . 

2. Якщо підінтегральна функція дорівнює добутку степеневої функції 

на логарифмічну або обернену тригонометричну функцію, то за u  

приймають останні функції, а степеневу функцію відносять до dv : 

 


 




...)()(

...

)(ln

)(

)(

)(arccos

)(arcsin

)(ln

)(

)(

)(arccos

)(arcsin

)(

dxx
n

Pvdxx
n

Pdv

dxdu

xf

xarcctgf
xarctgf

xf

xf

u
dx

xf

xarcctgf
xarctgf

xf

xf

x
n

P  

3. При обчисленні інтегралів виду xdxmakx cos , xdxmkxe sin  

байдуже, яку з функцій приймати за u. Інтегрування частинами 

застосовується двічі (і обидва рази за u приймають  функцію того ж самого 
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класу). У результаті чого, одержимо рівняння для визначення цього  

інтеграла. 

Приклад. 

3,
( 3)cos5 1cos5 , sin 5

5

1 1
( 3)sin 5 sin 5

5 5

u x du dx
x x dx

dv x dx v x

x x x dx

   
 

    
   

   
   

  СxxxCxxx  5cos
25
15sin)3(

5
15cos

5
1

5
15sin)3(

5
1 . 

Приклад. 




 























 




 dx
x

xxarctgx

xdxxvdxxdv

dx
x

duarctgxu

dxxarctgx
21

1
2

2

2

2

2

2
,

21

1,

 

 








212
1

2
1

2

2

21

1)12(

2
1

2

2

x

dxdxxarctgxdx
x

x
xarctgx

 

CxxarctgxCxarctgxxarctgx 
2
1

2
12

2
1

2
1

2

2
 

Приклад. 

   























 dxxx
x

dx
x

x
x

x

x
vdxxdv

dx
x

duxu

dxxx 3

4

1
ln

4

41

4

4
ln

4

4

4

4
,3

1,ln

ln3

Cx
x

C
x

x
x











4

1
ln

4

4

4

4

4

1
ln

4

4

. 

Приклад. 

3 3, 3
13 3sin 7 cos71 7sin 7 , cos7

7

x xu e du e dx
x xe x dx e x

dv x dx v x

  
 

     
   

 
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3 3, 3
3 13 3cos7 cos717 7cos7 , sin 7

7

x xu e du e dx
x xe x dx e x

dv x dx v x

  
 

      
  

 









 dxxxexxe 7sin3

7

3
7sin3

7

1

7

3

.7sin3

49

9
7sin3

49

3
7cos3

7

1
 dxxxexxexxe , 

звідки       







 xxxedxxxe 7cos

7

1
7sin

49

337sin3

49

58
. 

Отже, .7cos7sin
7

33
58
77sin3 Cxxxedxxxe 








  

 

1.4. Задачі для самостійного опрацювання 

 

Обчислити невизначені інтеграли методом заміни змінної: 

1) 


dx

x

x

8

3

1
;           2) 




dx

e

ee

x

xx

2

2

1
; 

3)   dxxx 23 3 8 ;        4) 



dx

x

xx

21

arccos
; 

5) 
 dxx 5210 ;            6)   dxxx 72 2

;          7) 



dx

x

xx

2

4

1

9arcsin3
. 

Обчислити інтеграли методом інтегрування частинами 

1)    dxx x976 ;          2)      dxxx 3sin174 ;  3)  







dx

x

2

5
arcsin ;  

4)  dx
x

x

57

ln
;                    5)   dxxx 4sin2 ;   6)    dxx x452 ; 

7)    dxxarctg 25 ;  8)    dxxx 23ln ; 9)  dxxe x cos5
. 
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1.5. Інтегрування раціональних дробів 

Дрібно-раціональною функцією або раціональним дробом називається 

функція, яка дорівнює відношенню багаточленів: 

 
 
 

mm
mm

nn
nn

m

n

bxbxbxb

axaxaxa

xQ

xP
xf












1
1

10

1
1

10

...

...
, 

де     0,0,,...,2,1,0,,...,2,1,0 00  baRmjbnia ji . 

Якщо mn  , то раціональний дріб називається правильним, якщо mn  , 

те дріб називається неправильним. Наприклад, 

28

12
3 



xx

x
 ─ правильний раціональний дріб ( mnmn  ,3,1  ); 

4

1
2

2





x

x
 ─ неправильний дріб ( 2mn  ); 

5

152
2

23





xx

xxx
 ─ неправильний дріб ( mnmn  ,2,3  ). 

Найпростішими дробами називаються раціональні дроби наступних 

чотирьох типів: 

I. 

0
xx

A


, де 0,

0
,  ARxA ;  

II. 
 kxx

A

0


, де 0,
0

,  ARxA ;  

III. 
qpxx

BAx





2
, де 042,,,,  qpRqpBA , А и В не дорівнюють нулю 

одночасно; 

IV. 
kqpxx

BAx

)2( 


, де 042,,,,  qpRqpBA , А и В не дорівнюють нулю 

одночасно, ,3,2k  

Інтегрування дробів типу І й ІІ за допомогою заміни зводиться до 

табличних інтегралів: 
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CxxACuA
u

du
A

dxdu

xxu

xx

dx
Adx

xx

A






















 0
lnln0

00

; 




























C
k

ku
AdukuA

dxdu

xxu
dxkxxAdx

kxx

A

1

1
0)

0
(

)
0

(

 

C
kxxk

A





1)
0

)(1(
. 

Інтегрування дробів типу III можна зробити за допомогою заміни 

змінної, яка приведе до табличних інтегралів: 

 21

2

1 1
.

2 2

t ax bx c

b b
t ax x t dx dt

a a


  

 
       

 

 

Теорема. Усякий правильний раціональний дріб може бути 

представлено єдиним чином у вигляді суми деякої кількості найпростіших 

раціональних дробів типів I − IV, а саме: у розкладанні дробу 
 
 

)( mn
xQ

xP

m

n   

кожному множнику виду kxx )( 0  знаменника )(xQm  відповідає сума k 

найпростіших дробів I − II типів: 

       kxx

k
A

kxx

k
A

xx

A

xx

A

xx

A

0
1

0

1
3

0

3
2

0

2

0

1















 , 

а кожному множнику виду sqxpx )( 2  , де 042  qp , відповідає сума s 

найпростіших дробів III − IV типів: 

s
qpxx

s
Nx

s
M

s
qpxx

s
Nx

s
M

qpxx

NxM

qpxx

NxM






 










 











 








2
1

2

11
2

2

22
2

11  . 

Приклад. Розкладемо раціональний дріб на суму найпростіших дробів: 


















3)2(2)2(212)752(3)2)(1(

13

x

D

x

C

x

B

x

A

xxxx

x
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2)752(

22

752
11











xx

NxM

xx

NxM
. 

Коефіцієнти A, B, C, D, M1, N1, M2, N2 варто підбирати таким чином, щоб 

сума всіх дробів, що стоять праворуч дорівнювала даному дробу. 

Правило. Щоб розкласти правильний дріб на суму найпростіших, 

необхідно: 

1) знаменник Qm(x) дробу розкласти на лінійні й квадратичні (з 

від’ємним дискримінантом) множники; 

2) скласти формулу розкладання даного дробу на суму найпростіших 

дробів з невизначеними коефіцієнтами; 

3) привести цю суму до найменшого загального знаменника (він 

дорівнює знаменнику даного дробу) і дорівняти чисельники; 

4) отриману тотожність використати для складання системи рівнянь 

щодо невизначених коефіцієнтів, кількість рівнянь системи повинне  

дорівнювати числу невизначених коефіцієнтів; 

5) розв’язати систему рівнянь і підставити знайдені коефіцієнти у 

формулу розкладання. 

Для складання системи рівнянь щодо невизначених коефіцієнтів можна 

використати наступні твердження: 

1) два багаточлени рівні тоді, і тільки тоді, коли рівні їхні коефіцієнти 

при однакових степенях x; 

2) два багаточлени рівні тоді, і тільки тоді, коли їхні числові значення 

рівні при будь-якому значенні x (у тому числі при значеннях x, рівних 

корінням знаменника). 

Приклад. Знайти інтеграл dx 
xxx

x






4253
235 . 

Розв’язок. Підінтегральна функція являє собою неправильний 

раціональний дріб (m=n=3), тому треба виділити цілу частину:  
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220225            

                   5

4253

2022535

235










xx

xxx

xxx

x

 

Отже, 
xxx

xx

xxx

x

4253
2202255

4253
235






 . 

Отриманий правильний раціональний дріб розкладемо на суму 

найпростіших дробів. Для цього розкладемо на найпростіші множники 

знаменник )4)(1()452(4253  xxxxxxxxx . Тоді розкладання 

дробу має вигляд 

)4)(1(

)1()4()4)(1(

414253
220225

















xxx

xxCxxBxxA

x

C

x

B

x

A

xxx

xx

. 

Коефіцієнти A, B, C треба підібрати так, щоб чисельник останнього 

дробу  дорівнював чисельнику даного дробу (їхні знаменники рівні): 

.xxCxxBxxAxx )1()4()4)(1(220225   

Складемо систему рівнянь (три рівняння із трьома невідомими A, B, C), 

підставляючи в рівність чисельників корені знаменника, знайдемо їх: 

6

161

12

322
,

7

3
,

2

1

12322

37

42

4

1

0






















CBA

C

B-

A

  

x

x

x

. 

Отже, 
4

6161

1

3721

41
220225










xxx))(xx(x
xx . 

  


















x

dx
dxdx

xxx
dx 

xxx

x

2

1
5

4

1

6

161

1

1

3

71

2

1
5

4253
235  

С||x||x|x|x
x

dx

x

dx
 





 4ln

6

161
1ln

3

7
ln

2

1
5

46

161

13

7
. 
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1.6. Задачі для самостійного опрацювання 

Обчислити невизначені інтеграли 

1)
   


dx

xx

x

42

13

;      2) 



dx

xx

x

24 16

2
;   

3) 



dx

xx

xx

23

35

2

712
;   4) 




dx

xx

x

4

12

3
; 

5) 
   


dx

xxx

xx

31

925 23

;   5) 



dx

xx

x

24 63

1
. 

  

1.7.  Інтегрування тригонометричних функцій. 

Інтеграли від тригонометричних функцій не завжди можна знайти в 

елементарних функціях. Розглянемо підклас раціональних від xsin  i xcos  

функцій, які   виражаються у скінченному виді.   

1. Універсальна тригонометрична підстановка. 

 За допомогою універсальної тригонометричної підстановки t
x

tg 
2

 

функція, раціональна відносно xsin  й xcos , зводиться до функції, 

раціональної відносно t.  

Тобто,  

 





 dttR

t

dt

t

t

t

t
RdxxxR )(

121

2
)

21

21
,

21

2
()cos,(sin ,  

де R1(t) – функція, раціональна відносно t ; 

21

2

2
21

2
2

sin
t

t

xtg

xtg
x





 ,   

21

21

2
21

2
21

cos
t

t

xtg

xtg
x









 , 
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 tarctg
x

 
2
 ,     

21

2

t

dt
dx


 . 

 Інтегрування таких функцій розглянуте вище. 

Приклад 1. 















































 )21(5)21(3

2

21

2153

21

2

21

2
,

21

21
cos

2,
2

cos53 tt

dt

t

t

t

dt

t

dt
dx

t

t
x

tarctgxtxtg

x

dx

 

2
2

2
2ln

4

1

2

2
ln

22

1

422

2

228

2



















xtg

xtg
CC

t

t

t

dt

t

dt
. 

2. Розглянемо інтеграл 
 dxxnxmI 12cossin

1
, де NnRm  ,   

(множник xcos .у непарній степені). 

   dxxxxdxxxxI nmnm cos)(cossincoscossin 22
1  

duuu
xdxdu

xu
dxxxx

nmnm
 












 )1(

cos

sin
cos)sin1(sin 22 . 

Останній інтеграл можна розкласти на суму інтегралів виду  duu  . 

Аналогічно можна знайти    dxxx nm 12sincos , де NnRm  , . 

(множник xsin у непарній степені). 

Приклад 2. 


















xdxdu

xu
xdx

x

x
dx

x

xx
dx

x

x

sin

cos
sin

cos

2cos1

cos

sin2sin

cos

3sin
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


 























 C
uu

duuduuduuudu
u

u

2
1

2

1

2
5

2

5

2

1
2

3

2

3

2

1
21

 

CxxCxxCuu 







 12cos

5

1
cos2cos25cos

5

2
25

5

2
. 

3. Розглянемо інтеграл   dxxxI nm 22
2 cossin , де m, n – цілі 

невід’ємні числа. Степінь підінтегральної функції знижують за допомогою 

тригонометричних формул: 

2

21
sin 2 xсos

x


 ,    
2

2cos1
cos2 x

x


 ,    xxx 2sin
2

1
cossin  . 

Приклад 3. 

   






 
 dx

x
dxxdxx

2
224

2

2cos1
coscos  

    







  


  dx

x
xdxdxdxxx

2

4cos1
22cos

4

1
2cos2cos21

4

1 2

1 1 1 1 3 1
sin 2 sin 4 sin 2 sin 4

4 2 8 4 2 8
x x x x С x x x С

   
           

   
. 

4. Розглянемо інтеграл dxxxtgI nm 22
3 sec 

 , де NnRm  ,  , 

x
x

cos

1
sec  . 

Тут можна застосувати тригонометричну формулу xtgx 22 1sec  . 

   




  





 tgxd

n
xtgxmtgtgxd

n
xxmtgdxxxnxmtgI 212sec2sec2sec

3
 

 
du

n
umu

dxxtgxddu

tgxu





 
















 21

2sec
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Останній інтеграл можна представити у вигляді суми інтегралів виду 

duu
 . 

Аналогічно можна знайти 
 dxxecxctg nm 22cos  де NnRm  , , 

x
xec

sin

1
cos  ,  використовуючи формулу xctgxec 22 1cos  . 

Приклад 4. 

 




   dxxecxctgdxxecxecdxxec 2cos212cos2cos4cos  







  





 
















 duududuu

dxxecdu

ctgxu
221

2cos
 

xctgctgxСС
u

u 3

3

1

3

3















 . 

5. Розглянемо інтеграл dxxmtgI 4
, де m=2, 3, 4, 5… 

Такий інтеграл можливо, за допомогою заміни, звести до інтегрування 

раціонального дробу 

tgxt  ,    arctgtx  ,      
12 


t

dt
dx . 

Приклад 5. 

 


 











 dt
t

t
tt

t

dtt

t

dt
dx

arctgtx

tgxt

xdxtg )
12

3(
12

5

12

5
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  



Ct

tt

t

tdt

tdtdtt
1ln

2

1

241

2

2

1
2

24

23
 

Cxtgxtgxtg  )1ln(
2

1

2

1

4

1 224
. 

Аналогічно можна знайти  dxxctg m , де m=2, 3, 4, 5, … за допомогою 

заміни : 

сtgxt  ;     arctgtx  ;     
12 


t

dt
dx  

6. Інтеграли виду:   dxxnxmI cossin
5

,   dxxnxmI coscos
6

, 

  dxxnxmI sinsin
7

 легко зводяться до табличних інтегралів після 

застосування тригонометричних формул: 

      sinsin
2

1
cossin , 

      coscos
2

1
coscos , 

      coscos
2

1
sinsin . 

Приклад 6. 

    dxxdxxdxxxdxxx 3cos7cos
2

1
)3cos7(cos

2

1
5cos2cos  

CxxCxx 







 3sin

6

1
7sin

14

1
3sin

3

1
7sin

7

1

2

1
. 
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7. Інтеграл 


 dx
xx

I
nm cossin

1
8 , де Nnm ,  можна звести до суми 

табличних або розглянутих інтегралів, якщо замінити в чисельнику 

  Nkxx k  ,cossin1 22 . 

Приклад 7. 







  






dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx

xx

xx

dx
3

2

3

2

3

22

3 cossin

cos

cossin

sin

cossin

cossin

cossin
 


















33 sin

cos

cossin

1

cos

sin

u

du

dxxdu

xu
dx

xx
dx

x

x
 













13sin

cos

cos

sin

cossin

cossin 13
3

22 u
dx

x

x
dx

x

x
duudx

xx

xx
 

   Cxxu
x

xd

x

xd
sinlncosln

2

1

sin

)(sin

cos

)(cos 2
 

Ctgx
x

C
x

x

x
 ln

cos2

1

cos

sin
ln

cos2

1
22

. 

 

1.8. Задачі для самостійного опрацювання 

Обчислити невизначені інтеграли: 

1)     dxxx 3cos3sin 23 ;    2)    dxx 52cos4 ;          

3   dxxctg 54 ;         4)  dxxec4cos ; 

 5) 
 

14cos3 x

dx
;           5)     dxxx 5cos2cos ;        

6)   xx

dxx

cossin1

sin
;    7) 

 
x

dx

2sin 3
. 
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1.9. Інтегрування ірраціональних виразів 

Розглянемо деякі типи інтегралів, що містять ірраціональні вирази. 

1)  dxx,...,, xx, xRI s

r

q

p

n

m

)   (1 , де R – раціональна функція своїх 

аргументів. 

Нехай k – найменший загальний знаменник дробів s
r

q

p

n
m ...,,,  

(іншими словами k – найменше спільне кратне натуральних чисел n, q, …, s). 

Зробимо підстановку:  

ktx  ,    dttkdx k 1 .  

Тоді кожен дробовий степінь x виражається через цілу степінь t і, отже, 

підінтегральна функція перетвориться в раціональну функцію відносно t 

(багаточлен або раціональний дріб), методи інтегрування якої розглянуті 

вище. 

Приклад 1. 

























 )1(

6

)()(

6

6 2

5

3

1

62

1

6

5

5

6

3

1

2

13 tt

dtt

tt

dtt

dttdx

tx

xx

dx

xx

dx
 

 



























 dt

tt

t
dt

t

t
dt

t

dtt

1

1

1

1
6

1

1)1(
6

1
6

333

 

  































 dt

t
ttdt

tt

ttt

1

1
16

1

1

1

)1)(1(
6 2

2

 















 }{|1|ln6632|1|ln

23
6 623

23

xtСttttСtt
tt

 

СxxxxСxxxx  |1|ln662|1|ln66)(3)(2 663662636

 

2)   dxbaxbaxbaxxRI s

r

q

p

n

m

)(,...,)(,)(,(2 , де R – раціональна 

функція своїх аргументів, 0,,  aRba . 
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Нехай ktbax  , де k – найменший спільний знаменник дробів 

s
r

q

p

n
m ...,,, .  

Тоді  

11 ( ),  k kk
a a

x t b dx t dt   .  

За допомогою такої підстановки підінтегральна функція перетвориться 

у раціональну функцію відносно t. 

Приклад 2. 




































 3

9)9(
2

)3(
2

3

2

2

),1(

,12

12312

23

2

3

3

4

2
1

4

4 t

t

tt

dtt

tt

dtt

dttdx

tx

tx

xx

dx
 















 










 




















 Сtt

t
dt

t
tdt

tt

t
|3|ln93

2
2

3

9
32

3

9

3

9
2

22

 

 }12{|3|ln186 42 xtCttt  

Cxxx  |312|ln1812612 44
. 

3)  
















 dx

dcx

bax
xRI n,3 , де R – раціональна функція своїх аргументів, 

d

b

c

a
,b,aRdcba  00,,,, . 

Підінтегральну функцію можна раціоналізувати за допомогою 

підстановки 
nt

dcx

bax





, звідки  

act

dtb
x

n

n




 ,   dt

act

bcadnt
dx

n

n

2

1

)(

)(








. 

4) Розглянемо інтеграли виду    dxxaxRI 22
4 , , 

   dxxaxRI 22
5 , ,    dxaxxRI 22

6 , , де R – функція, раціональна 

щодо своїх аргументів. Якщо інтеграли не є табличними, то позбутися в 
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підінтегральній функції від квадратного кореня можна за допомогою, так 

званих, тригонометричних підстановок. 

   dxxaxRI 22
4 , . 

Нехай tax sin , тоді dttadx cos ,  

tataaxa cossin 22222    axt  ;22  . 

Приклад 3. 

   
Cttg

t

dt

t

tdt

tx

dttdxtx

x

dx




















4

1

cos4

1

cos2

cos2

cos24

cos2,sin2

4
23232

 

У відповіді треба перейти до змінної х. Це зручніше за все зробити за 

допомогою прямокутного трикутника. З підстановки tx sin2  знаходимо 

2
sin

x
t  . В прямокутному трикутнику tsin  дорівнює відношенню 

протилежного катета х до гіпотенузи 2. За теоремою Піфагора знаходимо 

третю сторону трикутника, а потім знаходимо будь-яку тригонометричну 

функцію кута t. 

З рисунка видно, що  
2

sin
x

t  , 
24 x

x
ttg


 . 

Отже, 

 
C

x

x

x

dx






232 444

. 

   dxxaxRI 22
5 , . 

Нехай ttgax  , тоді dtta
t

adt
dx 2

2
sec

cos
 , 

 tattgattgaaxa sec1 222222  , 







 xt ;

22


. 

Приклад 4. 

 




















dt

ttg

t

tttg

tdt

tttgx

dttdxttgx

xx

dx
22

2

22

2

22

sec

9

1

sec39

sec3

sec3999

sec3,3

9
 

х 

 

2 

t 
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
















22

2

2 9

1

cos

sin

sin

cos

9

1

cos

sin
cos

9

1

u

du

dttdu

tu
dt

t

t

t

t
t

dt
 

1
21 1 1 1

9 9 ( 1) 9 9sin

u
u du C C C

u t


      

  

 

3

x
ttg  , 

29
sin

x

x
t


 . 

x

x
C

xx

dx

9

9

9

2

22





 

 

6)    dxaxxRI 22
6 , . 

Нехай tax sec , тоді dttgttadx sec , 

ttgaataax  22222 sec  







 xat ;

2
0


. 

Приклад 5. 





















ttgtx

dtttgtdxtx
dx

x

x

525sec2525

sec5,sec525

22

2

 

      Cttgtdtdttdttdtttg    5sec51sec55 222  

5
sec

x
t  , 

x
t

5
cos  , 

x
t

5
arccos  

5

252 


x
tgt . 

C
x

xC
x

x
dx

x

x




















 5
arccos525

5
arccos

5

25
5

25 2
22

. 

  

х 
 

3 

t 

х 

 

5 

t 
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1.10. Задачі для самостійного опрацювання 

Знайти невизначені інтеграли: 

1. 
 xx

dx

2
3 2

;   2. 
1x

dxx
 

3.   dxxx 22 64 ;   3. 

 



32

2

16 x

dxx
; 

4. 

 



32

2

16 x

dxx
;     5.  

 



32

2

4

2

x

dxx
; 

6. 


2

2 144

x

dxx
;   7. 



x

dxx 12

; 

8. 


dx
x

x

3 1
;             9.   dxx216 ;         

10. 

 



321 x

dx
;     11. 



4

2 25

x

dxx
; 

12. 



dx

x

x

12

52
;   13)   dxxx 22 36 ;  

14. 

 



329 x

dx
;   15. 



4

2 49

x

dxx
. 
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РОЗДІЛ 2.  МЕТОДИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ ДО САМОСТІЙНОЇ 

РОБОТИ ЗА ТЕМОЮ «ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ» 

 

Мета роботи: Формування у студентів вміння виконувати математичні 

перетворення й розрахунки, пов’язані із застосуванням основних понять 

інтегрального числення, вміння самостійно використовувати при розв’язанні 

задач необхідні методи інтегрування та опрацьовувати спеціальну 

літературу 

 

2.1. Інтегральні суми. Умови існування визначеного інтегралу. 

Властивості визначеного інтегралу. 

 

Нехай функція ( )f x  визначена на [a, b]. 

Означення. Розбиттям відрізку [a, b] називається довільна скінчена 

сукупність точок, серед яких обов’язково повинні бути кінці відрізка  

a = x0 < x1 < x2 <…<xn-1<xn=b. 

У кожного частковому відрізку [xk-1; xk], що утворилися в результаті 

розбиття виберемо довільну точку сk та обчислимо значення функції в цій 

точці f (сk). 

Побудуємо суму ( )

0

n
f c x

k k
k




, де 1k kx х x
k    . 

Сума 



n

k
k

x
k

cf
n

S

0

)(  називається n-ою інтегральною сумою для 

функції y = f (x) на відрізку [a; b], або інтегральною сумою Рімана. 

Означення. Визначеним інтегралом від функції y = f (x) на відрізку 

[a;b] називається скінченна границя інтегральної суми Sn при необмеженому 

збільшенні числа відрізків і прямуванні до нуля найбільшої з довжин цих 
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відрізків (якщо ця границя існує і не залежить від способу розбиття відрізка 

[a; b] та від вибору точок сk ): 

( ) ( )lim
max 0 1

b n
f x dx f c x

k k
x ka
kk

 
  

. 

У випадку існування такої границі функція f(x) називається 

інтегрованою на відрізку [a; b]. Числа a і b називаються, відповідно, 

нижньою і верхньою межами інтегрування. 

При сталих межах інтегрування визначений інтеграл являє собою 

постійне число та не залежить від того, якою буквою позначена змінна 

інтегрування:   
b

a

b

a

b

a

dzzfdttfdxxf )()()( . 

Необхідна умова існування визначеного інтегралу: якщо функція 

y = f (x) інтегрована на відрізку [a; b] , то вона обмежена на цьому відрізку. 

Тому надалі ми будемо наперед припускати, що функція f (x) обмежена, 

тобто Mxfm  )( , якщо bxa  . 

Достатньою умовою існування визначеного інтегралу функції f (x) на 

[a; b] є її неперервність. Можна довести, що якщо функція f (x) на відрізку 

[a;b] має кінцеве число точок розриву першого роду, то вона інтегрована. 

Геометричний зміст визначеного інтегралу: якщо функція y = f (x) 

інтегрована і невід’ємна на [a; b], то 

b

a

dxxf )(  дорівнює площі криволінійної 

трапеції, обмеженої лініями y = f (x), y=0, x=a, x=b. 

Основні властивості визначеного інтеграла 

1.  
a

a

dxxf 0)( . 
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2.  
b

a

a

b

dxxfdxxf )()( . 

3.  
b

a

abdx . 

4. Сталий множник можна виносити за знак інтеграла: 

 
b

a

b

a

dxxfkdxxfk )()( , constk  . 

5. Визначений інтеграл від алгебраїчної суми кінцевого числа функцій 

дорівнює сумі визначених інтегралів від цих функцій: 

  
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf )()())()(( 2121 . 

6. Відрізок інтегрування можна розбити на частині: 

  
b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

Причому ця властивість справедлива для будь-якого розташування 

точок a, b і c на числовій осі. 

7. (Монотонність визначеного інтегралу). Якщо f1(x) і f2(x) інтегровані 

функції на [a; b] і для всіх x на [a; b] виконується нерівність )()( 21 xfxf   та a 

< b, то  
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( 21 , тобто нерівність можна інтегрувати. 

(Збереження знаку підінтегральної функції визначеним інтегралом) 

Зокрема, якщо 0)( xf , то  
b

a

dxxf 0)( . 

8. Визначений інтеграл від парної функції у симетричних межах  ;а а  

дорівнює подвоєному інтегралу в межах від 0 до а  

0

( ) 2 ( )

а a

а

f x dx f x dx


  . 
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9. Визначений інтеграл від непарної функції у симетричних межах  ;а а  

дорівнює нулю 

( ) 0

а

а

f x dx


 . 

Оцінка визначеного інтегралу 

1. (Про оцінку модуля інтеграла) 



b

a

dxxf
b

a

dxxf )()( . 

2. (Про оцінку інтеграла по області).  

Якщо f (x) неперервна на [a; b], то  
b

a

abMdxxfabm )()()( , 

де )(
],[

min xf
ba

m  , )(
],[

max xf
ba

M   і ba  . 

3. Теорема про середнє. Якщо f (x) неперервна на [a; b], то існує точка 

],[ ba  така, що  
b

a

abfdxxf )()()(  . 

 

2.2. Обчислення інтегралу. Формула Ньютона-Лейбниця. Заміна змінної 

у визначеному інтегралі. 

 

Нехай функція f (x) інтегрована на [a; b]. Тоді для кожного ],[ bax  вона 

буде інтегрованою і на відрізку [a, x]. Замінимо верхню межу b визначеного 

інтеграла 
b

a

dxxf )(  змінної x, одержимо вираз 
x

a

dxxf )( , що є функцією від x. 

Позначимо цю функцію через 
x

a

dttfx )()( . Тут змінну інтегрування ми 

позначимо через t, щоб не плутати її з верхньою межею інтегрування x. 
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Функція Ф(x) має наступні властивості: 

1) якщо функція f(t) неперервна на [a,b], то Ф(x) також неперервна на 

цьому проміжку; 

2) якщо функція f (t) неперервна в точці t = x, то в цій точці функція Ф(x) 

має похідну, рівну f (x), тобто  

 
x

a

xfdttfx )())(()( . 

Остання рівність говорить про те, що функція Ф(x) є первісною для f (x) 

на [a, b] . Звідси випливає дуже важливе твердження: усяка неперервна на 

відрізку [a, b] функція має на цьому відрізку первісну. Якщо F(x) інша 

первісна для f (x), тобто )()( xfxF  , то 

 
x

a

CxFdttf )()( . 

Формула Ньютона-Лейбница. Визначений інтеграл від неперервної 

функції дорівнює приросту будь якої первісної на проміжку інтегрування: 

 
b

a

b
a aFbFxFdxxf )()(|)()( . 

Тут F (x) – будь-яка первісна для f (x) на [a, b]. 

З формули Ньютона-Лейбница та другої властивості функції Ф(x) 

випливає, що всі методи інтегрування для невизначеного інтеграла 

справедливі для визначеного інтеграла. 

Приклад 1.  

Обчислити інтеграли: 1)  
2

1

4 )15( dxx ; 2)  
2

0

)2( dxex x . 

Розв’язок. 

1) 30)12()132(||5)15( 2
1

2
1

5
2

1

2

1

2

1

44   xxdxdxxdxx . 

2) 
222

0
2
0

2
2

0

2

0

2

0

514||2)2( eeexdxedxxdxex xxx   . 
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 Заміна змінної у визначеному інтегралі 

Розглянемо 
b

a

dxxf )( , де f (x) неперервна на [a, b] функція. Введемо 

нову змінну інтегрування t, пов'язану зі змінної x співвідношенням x=φ(t), де 

];[ t , а ],[ bax . 

Функція φ (t) повинна бути неперервно-диференційованою. Крім того, 

φ(α)=a, φ(β)=b, тоді має місце формула 

  
b

a

dtttfdxxf




 )())(()( . 

Слід зазначити, що при обчисленні визначеного інтеграла вже немає 

необхідності повертатися до старого змінної інтегрування, тому що межі 

інтегрування змінилися відповідно до підстановки. 

Приклад 2. Обчислити інтеграли 1) 


4

01 x

dx
; 2)  

2

0

24 dxx . 

Розв’язок. 

1. Зробимо заміну змінної інтегрування: xt  . Звідси знаходимо: 

2tx  , dttdx 2 . Обчислимо нові межі інтегрування: при 0x  маємо 

00 t , при 4x  одержуємо 24 t . Отже, 


















2

0
1

2
2

0

2
2

0

)
1

1
1(2

2

0
1

1)1(
2

2

0
1

24

01 t

dt
dtdt

t
dt

t

t

t

tdt

x

dx
 

3ln24)1ln3(ln2)02(22
0

||1|ln22
0
|2  tt . 

2. Покладемо tx sin2 , тоді dttdt cos2 . Знаходимо нові межі 

інтегрування: при 0x  одержуємо tsin20  , 0sin t , 0t . При 2x  

одержуємо tsin22  , 1sin t , 2t . 
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   
2

0

2cos22
2

0

cos2cos42
2

0

cos22sin44
2

0

24



dttdtttdtttdxx







  )0sin
2

1
0sin

2

1

2
(22

0
|)2sin

2

1
(2

2

0

)2cos1(2 ttdtt  

 Інтегрування  частинами. 

Якщо функції u(x) і v(x) мають неперервні похідні на [a, b], то має місце 

формула інтегрування частинами: 


b

a

b
a

b

a

vduvuudv |)( . 

Приклад 3. Обчислити інтеграли:  1)  
2

0

2cos)1(



dxxx ; 

2)  
e

dxxx
1

2 ln)1( . 

Розв’язок. 

1)

 

















 

xvxdxdv

dxduxu
dxxx

2sin
2

1
2cos

1
2cos)1(

2

0



 

 2
0

2

0

2
0 |2cos

4

1
0sin

2

1
sin)

2
1(

2

1
2sin

2

1
|2sin)1(

2

1








xxdxxx  

2

1

4

1

4

1
0cos

4

1
cos

4

1
   

2) 



















 

321

2

3

1
)1(

1
ln

ln)1(

xxvdxxdv

dx
x

duxu
xdxx

e

 

  
e

dxxee
e

dx
x

xxexxx

1

)2

3

1
1(03

3

1

1

1
)3

3

1
(

1
|ln)3

3

1
(

3

9

2

9

8

9

1
13

9

13

3

1
1
|)3

9

1
(3

3

1
eeeeeexxee   
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2.3. Задачі для самостійного опрацювання 

1. Не обчислюючи інтегралів, вказати, який з них більше 

а) 
1

0

dxe x ;   
1

0

dxx ;   б)   

2

1

2 1 dxx ;   
2

1

dxx ; 

в) 
2

0

2sin



dxx ;   
2

0

5sin



dxx . 

2. Оцінити інтеграл, тобто. вказати два числа, між якими знаходиться 

значення інтегралу: 

а)   

4

1

2 5 dxxx ;   б) 
2

0

2

dxe x . 

3. Знайти середнє значення на інтервалі інтегрування: 

а) xxf cos)(  ;  









3
;

4


x ; б) xxxf  23)( ;   2;0x . 

4. Обчислити вказані інтеграли: 

а) 
1

0

3 dxx ;     б) 


3

2
2 82xx

dx
; 

в) 
1

0

4 dxx x ;    г)  

4

0
5x

dx
. 

д) 


3

3

1
21 x

dx
;   е) 



2

4

3
2232 xx

dx
;  

ж) ;   з) 


1

0
3

xx

dx
. 

 

 


2

3

cos





dxxx
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2.4. Геометричні застосування визначеного інтегралу: обчислення площ, 

об'ємів тіл обертання, довжин дуг кривих. 

Обчислення площ плоских фігур 

 

1. З геометричного змісту визначеного інтегралу випливає, що якщо 

f (x) ≥ 0 для всіх ],[ bax , то площа криволінійної трапеції обмеженої 

графіком функції y = f (x), прямими x=a, x=b і віссю Ox, виражається 

формулою (рис. 2.1, а) 


b

a

b

a

ydxdxxfS )( . 

2. Якщо ж f (x) ≤ 0 для всіх ],[ bax , то  
b

a

dxxf 0)(  , у цьому випадку 

(рис. 2.1, б) 


b

a

b

a

dxxfdxxfS )()( . 

 

 

 

 

 

 

3. Якщо фігура обмежена графіками 

функцій y = f1 (x) і y = f2 (x) таких, що f1 (x) ≥ f2 (x) для усіх ],[ bax  (рис. 2.2), 

то  

 
b

a

dxxfxfS ))()(( 21 . 

Приклад 1. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями y=x ,  y=2−x2. 

x b a 

y 

О 

y=f(x) 

+ 

x b a 

y 

О 

y=f(x) 

- 

а б 

a О x b 

y 

y=f2(x) 

y=f1(x) 

Рис. 2.2 

Рис.2.1 
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Розв’язок. Знайдемо точки перетину та побудуємо задані лінії. 





















xy

xx

xy

xy 02

2

2

2
 





























.1

,1

;2

,2

2

2

1

1

y

x

y

x

, тобто a=–2, b=1. 

Тоді 





1

2

))22(( dxxxS
1

2(2 )

2

x x dx  


 

)2ед(5,4
2

9
)8

3

1
4

2

1
4()

3

1

2

1
2(

2

1
)

3

3

2

2
2( 




xx
x . 

Зауваження. Часто буває зручним використати для обчислення площ 

фігур формули, у яких інтегрування ведеться по змінній y, при цьому x 

вважається функцією від  y,  тобто 


d

c

dyyfS )(   та   
d

c

dyyfyfS ))(
1

)(
2

(  

Приклад 2. Обчислити площу, обмежену лініями y2=2x+1,  y=x−1. 

Розв’язок. Знайдемо точки перетину цих графіків функцій 























1

1)1(22

1

122

yx

yy

xy

xy
 

–2 

у=х у=2–х2 

–2 

1 

1 х 

у 

0 

2 

y 

-1 

y2=2x+1 

y=x−1 

1 4 x 
-1 

1 

0 

3 
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
























































.1
2

,0
2

;3
1

,4
1

1

0322

y

x

y

x

yx

yy  

Площа фігури дорівнює: 







3

1

)
2

12
)1(( dy

y
yS  

)2ед(
3

163
1

|)
2

32

2

13

6

1
(

3

1

)
2

32

2

1
( 






 yyydyyy  

4. Якщо крива, що обмежує зверху криволінійну трапецію, задана у 

параметричному виді 








)(

),(

ty

tx




, де ],[ t , то площу знаходимо за 

формулою 

 




 dtttS )()( . 

Приклад 3. Обчислити площу фігури, обмеженої еліпсом tax cos , 

tby sin , де 0 ≤ t ≤ 2 . 

Розв’язок.  У  силу  симетрії еліпса 

 



0

)sin(sin22
1

2



dttatb
a

a

ydxSS 


 0

2sin2
0

2sin2 tdtabdttab  

)2ед(
0

)2sin
2

1
(

0

)2cos1( battabdttab 

 

.
 

S1 

b 

0 а х –а 

–b 

у 
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5. Площа криволінійного сектора, обмеженого кривою )(   і 

двома полярними радіусами    й    (    ), обчислюється за 

формулою 






 dS 2))((
2

1
. 

Приклад 4. Обчислити площу фігури, обмеженої кардіоїдою 

.0),cos1(  aa   

Розв’язок. 

 




0

)2)cos1(2

2

1
(2

1
2 daSS  

 
0

)sin2((2

0

)2coscos21(2 



 ada

 

).2eд(2

2

3

2

2
2

0
)2sin

2

1
(

2

2
2

0

)2cos1(
2

1
a

a
a

a
ad 





    

Обчислення довжини дуги 

 

1. Якщо крива y = f (x) на відрізку [a, b] є гладкою (тобто похідна )(xf   

─ неперервна функція), то довжина дуги цієї кривої в межах між від  x = a до  

x = b, обчислюється за формулою 

 
b

a

dxxfL 2))('(1 . 

2. У тому випадку, коли крива задана рівняннями у параметричній 

формі 








)(

),(

ty

tx




 (функції )(),( tt   та їх похідні неперервні), довжина дуги 

кривої, що відповідає монотонній зміні параметра t від α до β, обчислюється 

за формулою 

 




 )(2))('(2))('( dtttL . 

x 

y 

2a 

S1 



 
 

39 
 

3. Якщо крива задана рівнянням у полярних координатах )(  , то 

довжина дуги кривої при зміні полярного кута   від 1   до 2  , 

знаходиться за формулою 

)())(())(( 21
22

2

1






  dL . 

Приклад 5.  Знайти довжину дуги:  

1)  22
xx

y ee


    від  x = 0 до x = 2; 

2) астроїди 










tay

tax

3

3

sin

cos
; 

3) кардіоїди )cos1(   a . 

Розв’язок. 1) Знайдемо похідну )22(
2
1

x

e

x

ey


 , тоді 

45,112
0

)22(
2

0
2

222

0

2)(1 







  ee

x

e

x

edx

x

e

x

e
dxyL . 

2) У силу симетрії астроїди щодо координатних осей, досить знайти 

довжину однієї чверті всієї кривої і результат помножимо на 4. При цьому 

параметр t  буде змінюватися від 0 до 2 . 

Знаходимо 
t

xt ')('   й 
t

yt ')('  : 

tta
t

x sin2cos3'  , tta
t

y cos2sin3'  . 

Тоді  2))('(2))('( tytx  

 ttatta 2cos4sin292sin4cos29  

ttatttta cossin3)2sin2(cos2cos2sin3  . 

Одержуємо 

x 

y 

-a 

-a 

a 

a 0 
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 
2

0

2sin6
2

0

cossin34
2

0

2))('(2))('(4



 tdtatdttadtttL  

aata 6)11(3

0

22cos3 



. 

3) Кардіоїда симетрична щодо полярної осі, тому обчислимо довжину 

половини її дуги (полярний кут φ змінюється від 0 до π), а потім помножимо 

на 2. Знайдемо  sin)( a . Тоді 

  cos222sin22)cos1(22))((2))(( aaa  

2
cos2

2
2cos4)cos1(2


 aaa  . 

Тепер знаходимо 

 
 






0 02
sin8

0
2

cos222))((2))((2 adadL  

aa 8)0sin
2

(sin8 


. 

Обчислення об'ємів тіл обертання 

1. Об'єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ox криволінійної трапеції, 

обмеженої неперервною кривою y = f (x), віссю абсцис і двома прямими x = a, 

x = b (a < b), знаходиться за формулою 


b

a

dxxf
x

V 2))(( . 

2. Аналогічно, об'єм тіла обертання навколо осі 

Oy криволінійної трапеції, обмеженої 

неперервною кривою x = g (y), віссю ординат і двома 

прямими y = c і  y = d, обчислюється за формулою 


d

c

dyyg
y

V 2))(( . x = g (y) 

x 

y 

d 

c 

0 

y=f (x) 

x b 

y 

a 0 
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3. Якщо крива задана параметричними рівняннями 








)(

),(

ty

tx




)(   t , то 

формули для обчислення об'єму тіла обертання навколо осей координат 

приймають вид 






 dttt
x

V )(2))((   та  




 dttt
y

V )(2))((  

Приклад 6. Обчислити об'єм тіла, отриманого обертанням еліпса 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
: 1) навколо осі Ox, 2) навколо осі Oy. 

Розв’язок. 

1) )3ед(2

3

4
)

23

3
(2)

2

2
1(2 aba

a
a

x
xb

a

a

dx
a

x
b

x
V  






 ; 

2) )3ед(2

3

4
)

23

3
(2)

2

2
1(2 bab

b
b

y
ya

b

b

dy
b

y
a

y
V  






 . 

 

Обчислення площ поверхонь тіл обертання 

1. Площа поверхні, утвореної обертанням навколо осі Ox дуги гладкої кривої  

y = f (x) між точками з абсцисами x = a і x = b, обчислюється за формулою 

 
b

a

dxxfxf
x

S 2))('(1)(2 . 

2. Якщо крива задана параметричними рівняннями 








)(

),(

ty

tx




)(   t , то 

формула для обчислення площі поверхні  тіла обертання приймає вигляд 

 




 dtttx
x

S 2))('(2))('()(2 . 

Приклад 7. Знайти площу поверхні обертання навколо осі Ox однієї 

арки циклоїди 








).cos1(

),sin(

tay

ttax
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Розв’язок. Знаходимо tatytatx sin)('),cos1()('  . Підставляємо 

отримані вирази у формулу для 
x

S  та, з огляду на те, що параметр t 

змінюється від 0 до 2π, одержимо: 

 



2

0

2sin2)cos1()cos1(22 dtttta
x

S  

 






2

0
2

2sin
2

2sin28
2

0

)cos1(2
2

2sin24 dtttadttta  

 






2

0

)
2

(cos)
2

2cos1(216
2

0
2

sin
2

2sin28 tdtadttta  

)2eд(
3

264
)1

3
11

3
1(216

0

2
)

2
cos

2
3cos

3
1(216

a
atta





  . 

 

 

2.5. Задачі для самостійного опрацювання. 

1. Знайти площу плоскої фігури, яка обмежена зазначеними лініями. Зробити 

рисунок. 

а)  
24 xy  ;  0y ;   б) 

22 9 xxy  ;  0y ;    3;0x ; 

в)  sin1 ;  1 ;    г) 4yx ; 0y ; 1x ; 4x ; 

д) 
22 4 xxy  ; 0y ;  2;0x ;  е)   2cos . 

2. Знайти об'єм тіла, отриманого обертанням зазначених ліній:  

а) oxV :
xey  ;  0y ;  0x ;  1x ; 

б) oxV : 
2xy  ; 0y ;  2x ; 

в) oyV : ;  2y ; 422  yx

                   2πa 

y 

0 x 
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г) oyV : 
 
 








ty

ttx

cos13

sin3
;  3y ; 

д) oxV : 
2yx  ;  xy  ; 

е) oxV : 
xy 2 ;   

xy 32 ;  1x . 

3. Знайти довжину лінії або її частини, яка відповідає вказаному інтервалу 

зміни аргументу. 

а)











2

3

3

3

ty

ttx
; 

б)  xy cosln1 ;  









6
;0


x ; 

в)   cos12  ;   









2
;


 ;  

г) xxy arcsin1 2  ;  









9

7
;0x ; 

д) 
4

ln22 xx
y


 ;   2;1x . 

4. Знайти площу поверхні, отриманої обертанням даної лінії або її частини, 

яка відповідає вказаному інтервалу зміни аргументу: 

а) xy 42  ;   1;0x ;    Ox ; 

б) 
3

3x
y  ;   1;0x ;    Ox ; 

в) 
2

2x
y  ;   3;3x ;    Oy ; 

г)   161
22  yx ; від  1;4A  до  2 3; 3B ;    Oy ; 

д) 
 










2

2

33

9

tty

tx
;    Ox . 
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РОЗДІЛ 3.    МЕТОДИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ ДО САМОСТІЙНОЇ 

РОБОТИ ЗА ТЕМОЮ «НЕВЛАСНІ ІНТЕГРАЛИ» 

 

Мета роботи: Навчити студентів володінню апаратом математичного 

аналізу, достатнім для опрацювання математичних моделей, пов’язаних з 

подальшою практичною діяльністю фахівців; опонувати необхідні 

теоретичні  знання з теми «Невизначені інтеграли» для їх застосування в 

системі дисциплін за спеціальністю. 

 

При визначенні визначеного інтеграла передбачалося, що:  

1) відрізок інтегрування [a, b] кінцевий; 

2) підінтегральна функція  f (x) визначена і обмежена на [a, b]. 

Якщо порушується хоча б одна із цих умов, то інтеграл називається 

невласним. При цьому, якщо порушено тільки першу умову, то говорять про 

невласний інтеграл першого роду (або інтегралі з нескінченними межами 

інтегрування). Якщо порушено тільки другу умову, тобто підінтегральна 

функція має нескінченний розрив на відрізку [a, b], то говорять про 

невласний інтеграл другого роду (або інтегралі від необмеженої функції). 

 

3.1. Невласні інтеграли першого роду 

Означення. Нехай функція f (x) визначена і неперервна на інтервалі 

[a,+∞), тоді невласним інтегралом першого роду від функції f (x) називається 

 


a

b

ab
dxxfdxxf )(lim)( . 

Якщо ця границя існує і приймає скінченне значення, то невласний 

інтеграл називається збіжним, якщо ж границя не існує або дорівнює 

нескінченності, те невласний інтеграл розбігається. 

Аналогічно визначаються невласні інтеграли виду: 




b

aa

b

dxxfdxxf )(lim)( ; 
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






b

cb

c

aa
dxxfdxxfdxxf )(lim)(lim)( . 

З геометричної точки зору збіжність невласного інтеграла першого роду 

означає, що фігура, яка обмежена кривою f (x) ≥ 0, прямими x = a і y = 0 та 

нескінченно витягнута в напрямку осі Ox, має кінцеву площу. 

Нехай підінтегральна функція f(x) має первісну F(x). Тоді відповідно до 

формули Ньютона-Лейбница та означенню невласного інтеграла будемо мати 













 ))()((lim)(lim)(lim)( aFbF

ba

b
xF

b

a b
dxxf

ba

dxxf  

)()(lim aFxF
x




 . 

Аналогічно )(lim)()(lim)( xF
x

bF
b

a

dxxf
a

b
dxxf


 






. 

Отже, невласні інтеграли збігаються тоді і тільки тоді, коли існують  

скінченні границі )(lim xF
x 

 і )(lim xF
x 

. 

Приклади. Дослідити на збіжність 1) 




1
21 x

dx
;  2) 



1
x

dx
. 

Розв’язок. 

1) Згідно з означенням маємо 

.
4424

lim
1

lim

1
21

lim

1
21
















arctgb

b

b
arctgx

B

b

x

dx

bx

dx

 

Отже, невласний інтеграл збігається й дорівнює 4 . 

2) Згідно з означенням для 1  маємо 














11

1
lim

1

lim

1

bx

b

b

x

dx

bx

dx





  





























1 если ,

1 если  ,
1

1
1

1

1
lim

1
1






 bb
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Якщо ж 1 , то 











b

b

b
x

b

b

x

dx

bx

dx
lnlim

1
lnlim

1

lim

1

. 

Таким чином, невласний інтеграл 



1
x

dx
 збігається при 1 , і розбігається 

якщо 1 . 

 

3.2. Невласні інтеграли другого роду 

Розглянемо функцію y = f (x), що визначена на проміжку [a, b] і 

необмежена при x→b−0 (зліва), тобто 


)(
0

lim xf
bx

. Точку  x = b при 

цьому будемо називати особою точкою для функції f (x).  

Будемо вважати, що для кожного 0  на відрізку [a, b−ε] функція f (x) 

інтегрована. 

Означення. Якщо існує кінцева границя 









b

a

dxxf )(
0

lim , то інтеграл 

називається збіжним невласним інтегралом другого роду від функції f ( x) на 

проміжку [a, b]: 












b

a

dxxf
b

a

dxxf )(
0

lim)( . 

Аналогічно, якщо функція f  (x) має розрив другого роду у точці x = a, то 

згідно з означенням будемо вважати 






b

a

dxxf
b

a

dxxf


)(

0
lim)( . 

Якщо ж функція f (x) необмежена в околі точки  x = c ( bca  ), то 

будемо вважати 








b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf





)(lim)(lim)(

00
. 

Якщо підінтегральна функція f (x) має первісну F(x), то згідно з 

визначенням невласного інтеграла другого роду маємо 



 
 

47 
 











)()(lim)(lim)(lim)(

000
aFbFxFdxxfdxxf b

a

b

a

b

a











 

)()( aFbF  . 

Якщо первісна F (x) неперервна на [a, b], то невласний інтеграл можна 

обчислювати безпосередньо. 

Приклади. Обчислити 1) 


1

0 21 x

xdx
; 2) 

4

0 xx

dx
. 

Розв’язок. 

1) підінтегральна функція 
21 x

x


 в точці x = 1 має розрив другого роду 

(тобто необмежена), тоді за визначенням невласного інтеграла другого роду 

напишемо: 















0

121
0

lim
1

0 210
lim

1

0 21








x

x

dxx

x

dxx
 

12)1(1
0

lim1 


 


, 

Тобто границя кінцева, невласний інтеграл збігається й дорівнює 1. 

2) У цьому випадку підінтегральна функція 
xx

xf
1

)(   має розрив 

другого роду в точці x = 0. За означенням маємо: 























 )1

2
(

0
lim

42

0
lim

4
2

3

0
lim

4

0
lim

4

0  x
dxx

xx

dx

xx

dx

, 

Таким чином. цей невласний інтеграл є розбіжним. 

У загальному випадку можна довести, що невласний інтеграл другого 

роду 
1

0
x

dx
 збігається якщо 1  й розбігається при 1 . 
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Зауваження. Може виявитися, що заміною змінною невласний інтеграл 

другого роду зводиться до невласного інтеграла першого роду (і навпаки) або 

перетворюється у визначений інтеграл. 

Для невласних інтегралів першого роду справедливі ознаки збіжності. 

Теорема 1 (ознака порівняння). Нехай для будь якого a ≤ x <+∞ 

виконується нерівність 0 ≤ f (x) ≤ g (x). Тоді  

1) якщо інтеграл 


a

dxxg )(
 
збігається  , то й збігається інтеграл 



a

dxxf )(   

2) якщо інтеграл 


a

dxxf )( розбігається, то й розбігається інтеграл 


a

dxxg )( . 

Теорема 2 (гранична ознака порівняння). Нехай функції f (x) , g (x) 

неперервні, додатні (f (x) > 0 й g (x) > 0) й існує кінцева границя 

0
)(

)(
lim 
 xg

xf

x
, то невласні інтеграли 



a

dxxf )(  й 


a

dxxg )(  збігаються або 

розбігаються одночасно. 

 

 

3.3. Задачі для самостійного опрацювання 

Дослідити на збіжність інтеграли: 

 а) 




dxx2 ;          б) 







0

3x

x

e

dxe
;      

в)  

5

1
2x

dx
;           г)  

3

2
2x

dxx
; 

д) 


0

5 dxx ;         е) 



1

23 5xx

dx
;     

ж)  

2

0
42x

dx
;         з) 

2

1
7ln xx

dx
. 
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ДОДАТКИ 

 

ДОДАТОК А. ТАБЛИЦЯ НЕВИЗНАЧЕНИХ ІНТЕГРАЛІВ 

1. C
u

duu 






1

1






, 

 1  R . 

7. Ctguduu
u

du


2

2
sec

cos
. 

2. Cu
u

du
 ln . 8.   Cctguduuec

u

du 2

2
cos

sin
. 

3. C
a

a
dua

u
u  

ln
  1,0  aa . 9. Cauu

au

du
 



22

22
ln . 

4. Cedue uu  . 10. C
a

u

ua

du



arcsin

22
. 

5.   Cuduu cossin . 11. C
a

u
arctg

aau

du




1
22

. 

6.   Cuduu sincos . 
12. C

au

au

aau

du








ln

2

1
22

. 
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ДОДАТОК Б. ТРИГОНОМЕТРИЧНІ ТОТОЖНОСТІ 

 

ЗНАКИ ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ 

Четверть Величина кута sin  cos  tg  ctg  

І 0
2


   + + + + 

ІІ 
2


    + – – – 

ІІІ 
3

2


    – – + + 

ІV 
3

2
2


    – + – – 

 

ДЕЯКІ ЗНАЧЕННЯ ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ 

     Величина 

         кута   

  

 значення 

 функції 

0o
 30o

 45o
 60o

 90o
 120o

 135o
 150o

 180o
 

0  
6


 

4


 

3


 

2


 

2

3


 

3

4


 

5

6


   

sin  0  
1

2
 

2

2
 

3

2
 1  

3

2
 

2

2
 

1

2
 0  

cos  1  
3

2
 

2

2
 

1

2
 0      

          

          

 

  

1

2


2

2


3

2
 1

tg 0
1

3
1 3  3 1

1

3
 0

ctg  3 1
1

3
0

1

3
 1 3 



 
 

51 
 

ФОРМУЛИ ЗВЕДЕННЯ 

   Величина 

      кута  

  

 значення 

 функції 

         

          

          

          

          

 

ПЕРЕТВОРЕННЯ СУМИ (РІЗНИЦІ) ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ 

1.  2.  

3.  4.  

5.  6.  

7.  8.  

 

ПЕРЕТВОРЕННЯ ДОБУТКІВ ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ 

1.  

2.  

3.  

 

  



2


   

3

2


  2  

2


  

3

2


 2 

sin  cos sin cos sin sin cos sin cos sin

cos sin cos sin cos cos sin cos sin cos

tg ctg tg ctg tg tg ctg tg ctg tg

ctg tg ctg tg ctg ctg tg ctg tg ctg

sin sin 2sin cos
2 2

   
 

 
  sin sin 2sin cos

2 2

   
 

 
 

cos cos 2cos cos
2 2

   
 

 
  cos cos 2sin sin

2 2

   
 

 
  

 sin

cos cos
tg tg

 
 

 


 

 sin

cos cos
tg tg

 
 

 


 

 sin

sin sin
ctg ctg

 
 

 


 

 sin

sin sin
ctg ctg

 
 

 


 

    
1

sin sin cos cos
2

        

    
1

cos cos cos cos
2

        

    
1

sin cos sin sin
2

        
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ТРИГОНОМЕТРИЧНІ ФУНКЦІЇ СУМИ (РІЗНИЦІ)  

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

 

ТРИГОНОМЕТРИЧНІ ФУНКЦІЇ ЧЕРЕЗ ОДНУ З НИХ 

Функція      

    
  

      

      

 
 

    

 

  

 sin sin cos cos sin       

 sin sin cos cos sin       

 cos cos cos sin sin       

 cos cos cos sin sin       

 
1

tg tg
tg

tg tg

 
 

 


 



 
1

tg tg
tg

tg tg

 
 

 


 



 
1ctg ctg

ctg
ctg ctg

 
 

 


 



 
1ctg ctg

ctg
ctg ctg

 
 

 


 



2
tg

 
 
 

sin cos tg ctg

sin
2

2
2

1
2

tg

tg





 
 
 

 
  

 

 21 cos   21

tg

tg



  2

1

1 ctg  

cos

2

2

1
2

1
2

tg

tg





 
  

 

 
  

 

21 sin    2

1

1 tg   21

ctg

ctg



 

tg
2

2
2

1
2

tg

tg





 
 
 

 
  

 

2

sin

1 sin



 

21 cos

cos





  
1

ctg

ctg
21 sin

sin





 
2

cos

1 cos



 

1

tg

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ОСНОВНІ ТРИГОНОМЕТРИЧНІ ТОТОЖНОСТІ 

1.  

2.  

3.  

4.  

 

  

2 2sin cos 1  

1tg ctg  

2

2

1
1

cos
tg 


 

2

2

1
1

sin
ctg 


 
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