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ВСТУП 

 

Основними  завданнями  вивчення  дисципліни  «Вища математика. Ч.2»  є  

надання  студентам  знань  з  основних  розділів  вищої математики, підвищення  рівня  

фундаментальної  математичної підготовки  студентів,  а  також  отримання  

необхідної  математичної  бази для вивчення інших дисциплін інженерно-технічного 

циклу. 

У результаті вивчення даної навчальної дисципліни студент має навчитися 

проводити математичні обчислення, аналізувати та обробляти отримані результати, а 

також робити  логічні висновки.  

Велику  роль  у формуванні навичок студентів щодо застосування теоретичних 

знань у самостійній роботі відіграє виконання індивідуальних завдань. Підготовка 

індивідуального завдання передбачає: систематизацію, закріплення,  розширення  

теоретичних  і  практичних  знань  з  навчальної дисципліни  та  їх  застосування  до  

розв’язання  конкретних  задач. 

Методичні вказівки до індивідуальної роботи студентів з дисципліни «Вища 

математика. Ч.2» містять 30 варіантів завдань за темами: функції багатьох змінних, 

невизначений інтеграл, визначений інтеграл та його застосування, диференціальні 

рівняння. 

Індивідуальне  завдання  виконується  самостійно  при  консультуванні з 

викладачем упродовж вивчення дисципліни.  

Індивідуальну роботу студенти виконують у зошиті в клітинку або на аркушах 

паперу формату А4 з полями для позначок викладача. Приклад оформлення титульної 

сторінки наведено у Додатку В. 

Для кожного завдання потрібно вказати номер та переписати його умову. 

Розв’язання завдань повинні містити усі  пояснення та обґрунтування, а також 

необхідні рисунки. Оформлену роботу у встановлений термін студент має здати на 

перевірку. Після перевірки, у разі необхідності, доопрацювати завдання у цьому ж 

зошиті, зберігаючи номер відповідного завдання. 
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ЗАВДАННЯ ДО ІНДИВІДУАЛЬНОЇ РОБОТИ 

 

Тема 1. Функції багатьох змінних 

 

1. Знайти та зобразити область визначення заданих функцій. 

 

Варіант Функція 

1.  а) 
yx

xy
z

52

3

−
=  б) 8−−= xyz  

2.  а)  ( )arcsinz x y= −  б) ( )ln 2z x y x= − − +  

3.  а) 2 2z y x= −  б) ( )2 2ln 1z x y x y= − − + −  

4.  а) ( )2 2ln 4z x y= − −  б) ( )arcsin 2z y x= + +  

5.  а) 
2 2

2

6
z

x y
=

− −
 б) ( )2 2 2 21 ln 9z x y x y= + − + − −  

6.  а) 2 2 9z x y= + −  б) 2z y x y x= − − +  

7.  а) ( )arccos 2z x y= +  б) 2 1z x x y= − − −  

8.  а) 2 225z x y x= − − +  б) ( )arcsin 3z x y= − −  

9.  а) ( )ln 3 4 12 1z x y x= + − + −  б) 
2

arcsin
x

z
y

=  

10.  а) 
2 22z x y= −  б) 

2

arcsin
x

z xy
y

= +  

11.  а) ( )7 ln 4z x y x= − + + −  б) 

22y x
z

y

−
=  

12.  а) 
2 2ln 4z x y= + −  б) ( )arcsin 2 4z x y= + −  

13.  а) 2 236 9 4z x y= − −  б) ( )2ln 4 4z x y= + −  

14.  а) 5 5z x y= − −  б) ( )arcsin 3z x y= +  
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15.  а) ( )arccos 3z x y= −  б) 
2244 yx

x
z

−−
=  

16.  а) arccos
x y

z
y

+
=  б) ( )2 ln 2z x y x y= + − − −  

17.  а) ( )2ln 2z x y= − −  б) arcsin
y

z
x y

=
+

 

18.  а) 
yx

xy
z

52 −
=  б) ( )

1
ln 2 3 6z x y

y x
= + − −

−
 

19.  а) 
13

4

+−
=

yx

xy
z  б) ln(6 )

x
z x y

y
= − − +  

20.  а) 
5

1

22 −−
=

yx
z  б) ( )

1
ln

2
z x y

x
= − −

−
 

21.  а) ( )ln 5z x y= −  б) 
( )

xy
z

x y
=

+
 

22.  а) 2 2 1z y y x= − − −  б) 2 2 1z x y= − −  

23.  а) 2 29 9z x y= − −  б) ( )
2

arcsin ln 3
x

z x
y

= + −  

24.  а) ( )2 2ln 25z x y= − −  б) yx
yx

x
z 23 +−−

+
=  

25.  а) 
yx

yx
z

−+
=
3

3

 б) 
1

2  
1

z x y
x y

= − +
+ −

 

26.  а) 
1052 −−

=
yx

xy
z  б) ln 7z y x= − −  

27.  а) 
yx

yx
z

++
=
1

3

 б) 
1

3 2z x y
x y

= − +
+

 

28.  а) ( )2ln 2z x y= − −  б) yx
xy

x
z +−−= 23
5

 

29.  а) 2 2 9z x y= − −  б) ( )
2

arcsin ln 3
x

z x y
y

+
= + −  

30.  а) 
5

1

22 −+
=

yx
z  б) ( )ln 4

2

xy
z x y

x y
= − + −

+ −
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2. Перевірити, чи задовольняє  задана функція u  вказаному рівнянню. 

 

Варіант Функція Рівняння 

1.  
y

u
x

=   02
2

2
2

2

2

2
2 =




+




+





y

u
y

yx

u
xy

x

u
x  

2.  
3 3ln

x
u x y

y
= + −  ( )3 33

u u
x y x y

x y

 
+ = −

 
 

3.  ( )( )22ln 1u x y= + +  0
2

2

2

2

=



+





y

u

x

u
 

4.  yu x=   

2

(1 ln )
u u

y y x
x y x

 
= +

  
 

5.  
yx

xy
u

+
=  2

u u
x y u

x y

 
+ =

 
 

6.  xyu e=  

2 2
2 2

2 2
0

u u
x y

x y

 
+ =

 
 

7.  
2yu x=  

22

2

1 1u u u

y y y u y

   
− =  

   
 

8.  
x

y
yu =  0

2

2
2

2

2
2 =




−





y

u
y

x

u
x  

9.  2 2 2

1
u

x y z
=

+ +
 

2 2 2

2 2 2
0

u u u

x y z

  
+ + =

  
 

10.  
x

y
u =   0

2

2

2

=



−





yx

u
x

y

u
y  

11.  ( )sin 3u x y= −  09
2

2

2

2

=



−





x

u

y

u
 

12.  arctg
1

x y
u

xy

+
=

−
  0

2

=




yx

u
 

13.  ( )2 2ln 2 1u x y x= + + +   0
2

2

2

2

=



+





y

u

x

u
 

14.  222 zyxu ++=   

22 2

0
u u u

x y z

      
+ + =    

      
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15.  22 yx

x
u

+
=   0

2

2

2

2

=



+





y

u

x

u
 

16.  x

y

xeu =  
02

2

2
2

2

2

2
2 =




+




+





y

u
y

yx

u
xy

x

u
x  

17.  arctg
y

u
x

=   0
2

2

2

2

=



+





y

u

x

u
 

18.  ( )ln yu x e−= +  0
2

22

=







−









x

u

y

u

yx

u

x

u
 

19.  ( )2 2lnu x y= −   0
2

2

2

2

=



−





y

u

x

u
 

20.  ( )cos 3x y
u e

+
=  

2 2

2 2
9

u u

x y

 
=

 
 

21.  ( )cos sinxu e x y y y= −  0
2

2

2

2

=



+





y

u

x

u
 

22.  
3

 
y

u
x

=  0
2

2
2

2

2
2 =




−





y

u
y

x

u
x  

23.  ( )( )223 ln 1u x y= + + +  
2 2

2 2
0

u u

x y

 
+ =

 
 

24.  ( )cos 4 y x
u e

− +
=  

2 2

2 2
4 0

u u

x y

 
− =

 
 

25.  2 2

1

 
u

x y
=

+
 0

2

2

2

2

=



+





y

u

x

u
 

26.  ( )ln yu x e−= +   0
2

22

=







−









x

u

y

u

yx

u

x

u
 

27.  22 yxu +=  

2
2 0

u u u u
y u

x y y x y

   
+ =

    
 

28.  
2 2x xy yu e + +=  

21 u u u
u

u x y x y

  
+ =

   
 

29.  ( )2cosu x y= +  
2 2

2
2 2

u u u
y y

y x x y

  
− =

   
 

30.  ( )2sin 3u y x= −  
2

2

2

2

9
x

u

y

u




=




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3. Обчислити наближено. 

 

Варіант Числовий вираз 

1.  а) ( )
1,98

1,98 2,03  б) o ocos61 sin47  

2.  а) 
( )

( )

2

3
4

1,03

2,05
 б) 3 o ocos 62 sin48  

3.  а) ( )
3,98

3,98 1,03  б) 3 o 2 ocos 59 sin 32  

4.  а)  
22,03

arcctg
0,99

  б) 3 o ocos 59 sin32  

5.  а) 
21,04

arctg
0,98

 б) o ocos59 tg32  

6.  а) 
21,04

arcsin
0,98

 б) o osin181 tg32  

7.  а) 
051970 ,,  б) o 2 ocos122 tg 33  

8.  а)  
3 25 2,97 2,02 1+ +   б) o ocos49 tg118  

9.  а) 
1,02 3ln 0,98e  б) o octg59 tg32  

10.  а) 
( ) ( )

3 2

10

2,98 5,03
 б) o ocos136 tg121  

11.  а) ( )
2

53,02 0,97  б) 2 o ocos 151 tg32  

12.  а) ( )3ln 4,02 0,97−  б) o 2 octg58 sin 132   

13.  а) ( )3ln 2,02 0,99−  б) o osin92 cos46  
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14.  а) 22 (4,2)(3,1)  б) 3 o osin 88 cos44  

15.  а) ( ) ( )24
981033 ,,   б) 2 o ocos 92 ctg46  

16.  а) ( ) ( )53
982012 ,,  б) o 2 osin92 cos 137  

17.  а) ( ) 0210,97
,

 б) o 3 osin181 cos 211  

18.  а) ( )3ln 5,02 1,99−  б) 2 o otg 46 sin29  

19.  а) 33 (1,05)(2,03) +  б) o 2 osin212 cos 226  

20.  а) 32 (1,01)(2,03) +  б) o 4 osin301 cos 121  

21.  а) 0,033,01 e  б) 3 o osin 182 tg136  

22.  а) ( ) ( )43
041950 ,,  б) o 2 otg48 cos 62  

23.  а) ( )5ln 0,92 1,99−  б) o 3 otg137 sin 61  

24.  а) ( ) 013
990

,
,  б) 2 o 3 osin 32 cos 136  

25.  а) ( ) 0513
041 ,e,  б) 2 o osin 33 tg46  

26.  а) ( )3ln 1,01 2,99−  б) 2 o octg 46 sin134  

27.  а) 3 42 ,0321,06 +  б) 2 o osin 89 cos151  

28.  а) ( ) ( )53
021990 ,,  б) o 3 otg152 cos 46  

29.  а) ( )2arctg 1,99 0,95−  б) o otg32 sin133  

30.  а) ( ) 012
980

,
,  б) 2 o octg 46 cos131  
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4. Знайти градієнт функції ( ),z x y= , заданої неявно в даній точці 
0M . 

Варіант Функція та точка 

1.  
3 3 3 3 4,x y z xyz+ + − =        в даній точці ( )0 2;1;1M  

2.  
3 3 3 3 3,x y xy z xyz+ + − =    в даній точці ( )0 2; 0;1M −  

3.  
3 2 3 23 3 0,x x y xy xz xyz− + + − =        в даній точці ( )0 1; 2; 1 .M −  

4.  
3 2 3 0,ze y xz xyz− + − =       в даній точці ( )0 1; 2; 0M −  

5.  
2 3 2 3 0,ze xy z xyz− + − =      в даній точці ( )0 2; 2; 0M  

6.  
3 3 2 23 ,z xy z xy y− + − =       в даній точці ( )0 2; 2; 1M  

7.  
3 2 23 ,xz xy z xy x− + − =       в даній точці ( )0 1; 2;1M   

8.  
3 4 33 ,yxz x z e xy y− + − =          в даній точці ( )0 1; 2; 1M −  

9.  
3 3 2 23 ,xz xy e xy y z− + − =         в даній точці ( )0 2;1;1M  

10.  
3 3 23 ,z xy xy y z x− + − =            в даній точці ( )0 2; 1;1M −  

11.  
3 3 2 22 ,xz xy e xy y z− + − =         в даній точці ( )0 1; 1; 1M  

12.  
3 3 23 4,xyz xy xy y z− + − =        в даній точці ( )0 0; 2;1M  

13.  
3 35 4 3 ,zyz xy e xy yz− + − =      в даній точці ( )0 2;1; 0M  

14.  
3 32 3 ,yxz xy e xyz z− + − =        в даній точці ( )0 2; 0;1M  
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15.  
34 3 ,xyy xy z e xy yz− + − =        в даній точці ( )0 0; 1; 3M  

16.  
33 ,xzzy xz z e xy y− − + − =       в даній точці ( )0 2;1; 0M  

17.  
33 1,xzy xz yz e xy− − + − =      в даній точці ( )0 0;1; 1M −  

18.  
32 1,xzzy xy xyz e− − + =           в даній точці ( )0 0;1; 2M  

19.  
32 5 3 4 ,xzxy xyz e y x− + − =      в даній точці ( )0 1;1; 0M  

20.  
36 2 0,zz xy y z xy e− − − + =     в даній точці ( )0 2;1;1M  

21.  
315 ,xzy y z xy e y− − + =           в даній точці ( )0 0; 1; 2M −  

22.  
34 3 ,xx xy y xyz e z− − − + =     в даній точці ( )0 0; 1; 2M −  

23.  
3 43 3 5,y xy y xyz yz z− − − + − =      в даній точці ( )0 1;1; 2M −  

24.  
3 2 23 ,xyxy y xy z e z− −− − + =              в даній точці ( )0 0; 1; 2M −  

25.  
2 3 2 27 3 ,yxy x y xy z e z− − −− − + =        в даній точці ( )0 1; 0; 1M −  

26.  
2 13 ,xzxy xy z e yz− − −− − + =               в даній точці ( )0 0; 1; 2M − −  

27.  
1 2 34 ,xxyz y z xy e z− −− − + =             в даній точці ( )0 0; 2; 2M  

28.  
2 26 5 0,xe xy yz y z z−− − − − =          в даній точці ( )0 0; 1;1M −  

29.  
2 2 ,xyxyz y xy z e z− − + =                  в даній точці ( )0 1; 0; 2M −  

30.  
3 25 ,yyz x y xy z e z−− − + =                   в даній точці ( )0 2; 0; 1M −  
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5. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до заданої поверхні Q  у точці 0M  

Варіант Задана поверхня та точка 

1.  ( )2

0: 3 ,        1; 3; 4Q z x xy x y M= − + +   

2.  ( )2 2

0: 3,               1; 1; 1Q z x y M= + − − −  

3.  ( )2

0: 3 6 ,            4; 1; 22Q z x xy y M= + −  

4.  ( ) ( )2 2

0: ln 2 ,            3; 2; 0Q z x y M= −  

5.  ( )2 2

0: 6 3 ,       2; 3; 16Q z x y x y M= − + +  

6.  ( )2 2

0: 2 4 ,      1; 2; 8Q z x y xy y M= − + − −  

7.  ( )2 2

0: 2 6 3 ,   1; 1; 4Q z x y xy y M= − + −  

8.  ( )2 2

0: 5 6 3 ,   1; 0; 2Q z x xy xy x M= − + − −  

9.   ( )2 2

0: 4 ,      1; 1; 3Q z x xy x y M= − + −  

10.   ( )2 2

0: 2 3 ,    1; 1; 6Q z x y xy x M= + + − −  

11.   ( ) ( )2 2

0: ln 1 ,         1; 1; 0Q z x y M= − + −  

12.   ( )2 2

0: 2 ,      1; 1; 3Q z x x y x y M= − + − − −  

13.   ( )2 2 3

0: 2 ,   1; 1; 1Q z x x y xy y M= − + − −  

14.   ( )2 2

0: 2 2 ,     1; 0; 2Q z y xy xy y x M= − + − +  

15.   ( )2 2

0: 2 5 ,       0; 1; 5Q z x x y x y M= − + +  

16.   ( ) ( )2 2

0: ln 4 2 1 ,        1;1; 0Q z x y M= − −  

17.   ( )2

0: 3 5 2 5 ,     1; 2; 7Q z x y xy y M= − + +  

18.   ( )2 2

0: 2 ,        1; 1; 3Q z x y xy y M= − + +  

19.   ( ) ( )2 2

0: ln 5 ,               1; 2; 0Q z x y M= −  

20.   ( )2 2

0: 3 2 ,             1; 3; 24Q z x y xy M= + − −  
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21.   ( )2 2

0: 4 2 ,        2; 1; 5Q z x y x y M= + − + − −  

22.   ( )2 2

0: 2 2 2 4 ,     1; 1; 5Q z x y xy x y M= − + + −  

23.   ( )2 3

0: 3 4 2 ,        1; 1; 3Q z x y xy y x M= − − + +  

24.   ( ) ( )0: ln 7 2 ,                  1; 3; 0Q z x y M= −  

25.   ( )2 3

0: 3 2 2 ,       1; 1; 4Q z x y xy y M= − + +  

26.   ( )2 2

0: 2 1,       2; 3; 19Q z x y x y M= + + + −  

27.   ( )2 3

0: 3 2 2 ,      1; 1; 4Q z x xy xy y M= − + +  

28.   ( )2 2

0: 2 3 4 ,    2; 1; 2Q z x y y xy y x M= + − + − −  

29.   ( )2 3

0: 3 2 2 ,        1; 1; 4Q z x y xy y M= − + +  

30.   ( )2 3

0: 3 3 2 ,       1; 1; 3Q z x xy xy y M= − + +  

 

6. Знайти екстремум заданої функції. 

Варіант Функція 

1.  
2223 52 yxxyxz +++=  

2.  ( ) 14 22 +−−−= yxyxz  

3.  111232 22 +−−+−= yxyxyxz  

4.  26322 −−−++= yxyxyxz  

5.  201839623 ++−−+= yxxyyxz  

6.  5622 33 +−+= xyyxz  

7.  10933 33 +−+= xyyxz  

8.  71610322 22 −+−−+= yxyxyxz  

9.  118262310 22 −+−−−= yxyxxyz  
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10.  yxyxyxz 2645833 22 +++−−=  

11.  41018325 22 +−−−+= yxyxyxz  

12.  44 331212 yxyxz −−+=  

13.  yxyxz 622 32 +−−=  

14.  xyyxz 333 −+=  

15.  yxxyxz 223 +−=  

16.  362 ++−−= xyxyxz  

17.  yxxyxz 12153 23 −−+=  

18.  ( )yxxyz −−= 12  

19.  
342 xyxz +=  

20.  yxxyyxz 993 233 +−−+=  

21.  168 33 +−+= xyyxz  

22.  yxyxyz 62 +−+=  

23.  xyyxz 18827 33 −+=  

24.  32223 22 +−−+−= yxyxyxz  

25.  yxxyyxz ++−+= 22  

26.  yxyxz 646422 44 −−+=  

27.  xxyxyxz 152
5

1 25 −++=  

28.  xxyxyxz 2763 23 −−+=  

29.  2933 +−+= xyyxz  

30.  .xyxz 244 2−+=  
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Тема 2. Невизначений інтеграл 

 

1. Знайти невизначений інтеграл методом безпосереднього інтегрування. 

 

Варіант Інтеграли 

1.  
24 9

dx

x+
  3(2 3)x dx+  

2.  
29 16

dx

x−
  24 9

dx

x −  

3.  
3

4

2
dx

x

 
 

− 
  

2 4xe dx−

  

4.  
2

3

4 9
dx

x −
  

5(5 7)x dx−  

5.  
23 5

dx

x +
  

25 xe dx−

  

6.  
2( 2)

dx

x +  
7 1xe dx−

  

7.  
216 9

dx

x−  2

1
2

sin (5 )
dx

x

 
− 

− 
  

8.  
2 8

dx

x −
  

5
cos(4 3 )

4 7
x dx

x

 
+ − 

− 
  

9.  ( )
3

3 2x dx−  21 9

dx

x−
  

10.  
16 9

dx

x−  2

1

sin (5 )
dx

x−  

11.  
2 16

dx

x −
  cos(4 3 )x dx−  

12.  ( )
3

4 2x dx−  29 9

dx

x−
  
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13.  
24 9

dx

x−  
9 3

dx

x −  

14.  
1 2

dx

x−
 

2xe dx−

  

15.  
4 2

dx

x−  
23 x dx−

  

16.  
5

dx

х
 

3

dx

x −  

17.  
1

dx

x−
 

− dxe x23
 

18.  
4

dx

x−  
− dxx213  

19.  
24

dx

x−  
9

dx

x  

20.  
4 2

dx

x−  
−− dxe x 32

 

21.  
52

dx

x   dxx43  

22.  
6 9

dx

x−  2

1

sin (4 )
dx

x−  

23.  
2 25

dx

x −
  cos(5 3 )x dx−  

24.  ( )
3

4 4x dx−  9

dx

x
  

25.  
9

dx

x  2

1

cos (4 )
dx

x−  

26.  
2 10

dx

x −
  cos(5 3)х dx−  

27.  ( )
3

4 2 4x dx−  9 2

dx

x −
  

28.  
6 2

dx

x−  2

1

sin (5 )
dx

x−  
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29.  
2 2

dx

x −
  cos(5 )x dx−  

30.  ( )
3

5 4x dx−  6

dx

x
  

 

2. Знайти невизначений інтеграл методом заміни змінної. 

 

Варіант Інтеграли 

1.  
( 2)ln( 2)

dx

x x+ +
 

2 2cos (3 5)

xdx

x +
 

2.  
3

2

(1 5 )

cos 5

tg x
dx

x

+


 
2

sin 2

5 cos

x
dx

x+
 

3.  
4 ln

dx

x x+


 
2

sin 2

4 3sin

x
dx

x−
 

4.  
2

4
sin 5

dx

x x

 
+ 

 


 

cos x
dx

x


 

5.  
4

2
x

dx
e

x
 

cos3

3sin3 5

x
dx

x −
 

6.  34 sin 2 cos2x xdx  23

ln x
dx

x


 

7.  
3

34

x

x

e
dx

e+
 

1
sin(ln 5)x dx

x
− 

 

8.  
3 4 ln x

dx
x

+


 

х dx
e

х


 

9.  
2sin sin 2xe xdx  

cos(ln 5)
dx

x
x

+
 

10.  1

1

x dx
e

x

− 
−


 

2cos (4 ln )

dx

x x −
 

11.  2ln
dx

x
x

 

4

2
x

dx
e

x


 

12.  
3

45 4

x dx

x−
 

2 4

x

x

e dx

e −


 

13.  3 ln3 1

2

x
dx

x

−


 
2

sin(4 )
cos

dx
tgx

x
+ 
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14.  
2(4ln 9)

dx

x x +
 

2sin

dx

x x


 

15.  2 2cos( 3)x xe e dx +  

2

44

x

x

e
dx

e−


 

16.  3 44 5 3x x dx −  

3 4 22 3x x dx− +   

17.  cos(3 )x xe e dx−   

2

21 4

arctg x dx
e

x+
 

18.  sin(4 5 )
5

dx
x

x
+ − 

−


 

arctg

29 9

x dx
e

x


+  

19.  3sin 6 cos6x xdx  

2

34 5

x dx

x −
 

20.  2sin(3 4 )x x dx −  

sin( ) 52 cosx xdx+   

21.  5(1 ln )
dx

x
x

+
 

3

9 4

x

x
dx

+
 

22.  sin(ln 5)
dx

x
x

+
 

7sin5 (1 cos5 )x x dx +  

23.  
2

3

1

3 1

x
dx

x x

+

+ +
 

2

1

3
x

dx
e

x

−


 

24.  
3

47 4

x
dx

x−
 

27 3

хdx

x −


 

25.  cos(ln 5)
dx

x
x

+
 

7cos5 (1 sin5 )x x dx +  

26.  
2

3

6

2

x
dx

x

+

−
 

2

1

3
x

dx
e

x

−


 

27.  
3

423

x
dx

x−
 

2

2

3

хdx

x −


 

28.  (ln 5)
dx

x
x

+
 

7sin 4 (1 cos4 )x x dx +  

29.  
2

3

1

3 3

x
dx

x x

+

+ +
 

2

3

x dx
e

x

−


 

30.  
3

47 6

x
dx

x−
 

25 3

хdx

х −
 

3. Знайти невизначений інтеграл методом інтегрування частинами. 
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Варіант Інтеграли 

1.  sinx xdx  
lnx xdx

 

2.  
2 xx e dx−

  

29 x dx−  

3.  
2 lnx xdx  

2 sin3x xdx  

4.  arccos2xdx  
cos2x xdx  

5.  
2 2xx dx  

( )4 2 cos2 .x xdx−  

6.  
2 cosxe xdx  

3xx dx  

7.  
2 3xx e dx−  

3 cosxe xdx−   

8.  
2 3(9 1) xx e dx+   

7 ln 2x xdx  

9.  
2 xx e dx−  

5arctg xdx  

10.  
2ln 5x xdx  

2 4 xx dx−  

11.  
2xx e dx−  

2(6 1) sin 2x xdx+   

12.  
2 3xx e dx−  

2 sin
x

e xdx
−

  

13.  
2lnx xdx  

sin3xe xdx  

14.  sin
2

x
x dx

 

2 xx e dx−  

15.  
3 lnx xdx  

2 cosx xdx  
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16.  2lnx xdx  
cos2xe xdx−   

17.  cos
2

x
x dx

 

2 2lnx xdx  

18.  
2 sinxe xdx  

2xx dx  

19.  
3xx e dx  

3
sin

2

xe xdx
 

20.  arcsin
2

x
dx

 

2 sin
2

x x
e dx− 

 

21.  
3

2

x
arctg dx

 

3 3xx e dx  

22.   − xdxe x sin3

 
2arctg xdx

 

23.  sin3x xdx  

2lnx xdx  

24.  
2cos xx e dx  

arcsin 2xdx  

25.   − xdxe x sin
 

 xdxarctg 6
 

26.  ( 1) sin3x xdx−   

3 2lnx xdx  

27.  
3cos xx e dx  

arcsin 2xdx  

28.  
3xe сosxdx− 

 
2arctg xdx

 

29.  sin7x xdx  

24 lnx xdx  

30.  
2cos3 xx e dx  

arcsin 2xdx  
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4. Знайти інтеграли: а) від дробово-раціональної функції, б) від 

тригонометричної функції. 

 

Варіант Інтеграли 

1.  
2

1

6 7
dx

x x+ −
 

 xdxx 4cos5sin
 

2.  
2

1

4 2
dx

x x+ +
 

dxx
x

 2sin
3

sin
 

3.  
2

1

3 7
dx

x x+ −
 

cos sin
2 3

x x
dx

 

4.  
2

1

6 4
dx

x x− −
 

 xdxx 2cos5sin
 

5.  
2

1

4 6
dx

x x+ −
 

dxx
x

 sin
3

sin
 

6.  
2

1

8 7
dx

x x+ −
 

3
cos sin

2 3

x x
dx

 

7.  
2

1

8 4
dx

x x− −
 

 xdxx 4cos9sin
 

8.  
2

1

4 12
dx

x x+ +
 

dxx
x

 3sin
3

sin
 

9.  
2

1

3 5
dx

x x+ −
 

cos sin
4 3

x x
dx

 

10.  
2

1

12 7
dx

x x− −
 

 xdxx 4cos6sin
 

11.  
2

1

4 14
dx

x x+ +
 

sin cos8x xdx  

12.  
2

1

6 6
dx

x x+ −
 

 xdxx 4cos15sin
 

13.  
2

1

4 16
dx

x x+ +
 

dxx
x

 4sin
3

sin
 

14.  
2

1

10 7
dx

x x+ −
 

2
cos sin

2 3

x x
dx
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15.  
2

1

16 4
dx

x x+ −
 

 xdxx 14cos5sin
 

16.  
2

1

4 20
dx

x x+ +
 

dxx
x

 6sin
3

sin
 

17.  
2

1

12 18
dx

x x+ −
 

cos sin
4 2

x x
dx

 

18.  
2

1

2 4
dx

x x+ −
 

 xdxx 14cos15sin
 

19.  
2

1

4 20
dx

x x+ −
 

dxx
x

 2sin
3

6
sin

 

20.  
2

1

12 18
dx

x x+ +
 

3 2
cos sin

2 3

x x
dx

 

21.  
2

1

2 4
dx

x x− −
 

 xdxx 4cos4sin
 

22.  
2

1

4 18
dx

x x− −
 

dxx
x

 2sin
2

sin
 

23.  
2

1

12 22
dx

x x+ +
 

cos sin
6 3

x x
dx

 

24.  
2

1

2 5
dx

x x+ −
 

 − xdxx 4cos)4sin(
 

25.  
2

1

4 18
dx

x x+ +
 

dxx
x

 3sin
2

sin
 

26.  
2

1

12 22
dx

x x− +
 

cos5 sin 2x xdx  

27.  
2

1

2 4
dx

x x− −
 

 xdxx 4cos2sin
 

28.  
2

1

4 18
dx

x x− −
 

dxx
x

 2sin
2

sin
 

29.  
2

1

12 22
dx

x x+ +
 

4
cos sin

6 3

x x
dx

 

30.  
2

1

7 4
dx

x x− +
 

2
cos sin

6 3

x x
dx
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Тема 3. Визначений інтеграл та його застосування 

 

1. Обчислити визначені інтеграли. 

 

Варіант Інтеграли 

1.   а) 

8 3

3

1

2 5
,

x
dx

x

+
                       б)  

ln 3

2

0

,
1

x

x

e dx

e+                             в)  
3

2

6

cos

dx

x




  

2.   а) 
1 4

2

0

4
,

2

х
dx

х

−
−

−                          б) ( )
0

15
2

1

2 1 ,x x dx
−

−                   в) 
1

0

xxe dx−

  

3.   а)  ( )
2

2

1

3 2 1x x dx− +                б)  
1

ln
e

x
dx

x                             в) 
1

ln

e

x xdx  

4.   а) ( )
8

3

0

2x x dx+                   б) 
2

4

sin 2xdx




                             в) 

1

2

0

2arctg xdx  

5.   а) ( )
2

2

1

2 3x x dx− +                  б) 
1 1 ln

e
dx

x x+
                          в) ( )

1

0

ln 1

e

x dx

−

+  

6.    а)  ( )
4

2
2

0

3x dx+                      б) ( )
2

10

0

1x xe e dx−                     в)  
1

ln

e

x xdx  

7.   а) 

4

1

9 1

3 1

x
dx

x

−

+
                         б) 

9

2

1x dx−                             в)   
3

2

4

sin

dx

x




  

8.   а) 

30

2

1
2

x
dx

−

 
+ 

 
                        б) 

4

2

6

1 5

cos

tgx
dx

x





+
                       в) 

1

0

2x arctg xdx  

9.   а)  

4

2

1

1 x
dx

x

+
                           б) 

sin1 2

2
0

arcsin

1

x
dx

x−
                    в) 

1

0

arcsin xdx  

10.   а) ( )
101

100

2x dx+                       б)  
6

2

2x dx−                         в) ( )
3

0

ln 3x dx+  

11.   а) 
9

4

2 1

5 2

x
dx

x

 
+ 

 
                  б) 

ln 2

0

1xe dx−                        в) 
3

2

6

cos

dx

x




  
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12.   а) 
9

4

1
3 x dx

x

 
+ 

 
                 б)

2
ln 3

ln 2

xxe dx                     в) ( )
2

0

2 1 cos3x xdx



+  

13.   а) 
4 3

1

2x x
dx

x

−
                     б)

3

3

0 1
1

2 3

3

x

x e dx
+

−

                 в) ( )
2

0

ln 3x dx+  

14.   а) 
8

3
1

1
3 5x dx

x

 
− + 

 
              б)  

4
2

2

1
sin

2
x x dx





           в)  
4

0

cos2x xdx



  

15.   а) ( )
1

23

0

x x dx+                   б) 
0

2
1

2

5 1

xdx

x
−

−
                в)

0

1

sin3x xdx
−

  

16.   а)
1

5

2

1 1

3 2
x dx

x

−

−

 
+ + 

 
                б)  

2 2

2
3 1

xdx

x+
                 в) 

2

0

sin 2x xdx



  

17.   а) ( )
2

2

2

1x x dx
−

+ +                    б) 
1

sin ln
e

x
dx

x                  в) 
1

2

0

xx e dx−

  

18.   а) 
5

2

1
2x x dx

x

 
+ − 

 
                  б) 

1

2

0
1

xdx

x+
                       в) 

1

1

x arctgxdx
−

  

19.   а)  
5

2

2

3

1 xe x dx
x

 
+ − 

 
              б) 

( )

0

5

2 5 2

dx

x− +
                 в) 

1

0

6arctg xdx  

20.   а) ( )
1

0

2 1х х х dх− +               б) 
2

1

2

1

x
dx

e
x                      в) ( )

3

0

ln 11x dx+  

21.   а) ( )
2

3 3

1

x x dx
−

+                       б) 
1

cosln

e
dx

x
x                в) 

1

0

arcsin 7xdx  

22.   а)
27

3

23
1

1
x dx

x

 
+ 

 
                  б)  

( )

ln 2

0 3 1 2

x

x

e dx

e−
              в) 

2

0

2xarctg xdx



  

23.   а) ( )
2

2

1

3 4 1x x dx
−

+ −                б) 

2

2

1

1
sin

dx

x x





                   в) ( )
3

0

ln 17x x dx+  

24.   а) ( )
3

2

1

2 3x x dx
−

+ −                   б) 
1 2

6

0
1

x dx

x+
                       в) 

1

ln 7

e

xdx  

25.   а) ( )
8

23

1

3x x x dx
−

− +                б) 

1

2
0 4

xdx

x−
                   в) 

1

0

arcsin xdx  
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26.   а)
4

2

1

4 3 x
dx

x

+
                            б) 

ln 2 2

2

0
1

x

x

e dx

e+                         в) 
3

2

6

sin

xdx

x




  

27.   а)

2 4

2

0

4

2

x
dx

x

−
−

+                              б) ( )
0

11
2 3

1

3 6x x dx
−

+             в) 
1

2

0

xxe dx−

  

28.   а) ( )
2

3 2

1

4 3x x dx+                      б) 
1

3 ln
e

x
dx

x

+
                   в) 3

1

ln

e

x xdx  

29.  

 а) ( )
16

4

0

x x dx+                        б) 
3

4

2
4

xdx

x −                           в) 

( )
3

0

ln 17x x dx+  

30.   а) 
27

3

23
1

1
x dx

x

 
+ 

 
             б)

( )

ln 2

0 4 1 2

x

x

e dx

e−
                    в)

2

0

2xarctg xdx



  

 

2. Обчислити інтеграли або встановити їх розбіжність 

 

Варіант Інтеграли 

1.  
3

3

1

dx

x
−

  

23

0

xx e dx



−

  

2.  
4

0 2

dx

x−
  2

0
4

dx

x



+  

3.  2

0

ln

e

x xdx  2

0

2

1

x
dx

x


−

+  

4.  
1

23
1

dx

x−

  
0

sin 2x xdx



  

5.  
1

3 2

0
5

dx

x x−  
0

sin3xdx



  

6.  
1

0

dx

x
  

2

0

xxe dx



−

  
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7.  
−

2

1 x

dx

 




2
5ln xx

dx
 

8.  

2

1

0 ln xx

dx
 



− +

+
dx

x

arctgarctgx

21

4  

9.  

( )


−

4

0 3 2
3x

dx
 



e xx

dx
4ln

 

10.  
−

1

0
3

2

1 x

dxx
 

−

0
2 dxxe x  

11.  
( )


−

3

0
3

3x

dx
 



+0
4 1

4

x

xdx
 

12.  
−

3

1
3 2x

dx
 dxex x


−

0
3 2

 

13.  ( ) dxx
−

−
3

0

3
2  dxe x




0

 

14.  
−

1

0 1
dx

x

x
 



+
0

2 1
dx

x

arctgx
 

15.  
−

1

01 x

dx
 

( )



−10
4

3x

dx
 

16.  
−

9

0 2 y

dy
 dxxe

e
x


−

−  

17.  
2

1

0

4

x

dx
e x
−

 


+11
dx

x

x
 

18.  
( )


−

2

0
2

1 x

dx
 

( )



+e xx

dx
2

2ln
 

19.  
( )


− −

2

1
3

1x

dx
 

−

0
5 dxxe x  
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20.  



2

0

tgxdx  


e xx

dx
5 ln

 

21.  

−

1

1
2

1

dx
x

e x

 
0

7
sin

3
x xdx



  

22.  
( )


−

1

0
4

1 x

dx
 



2

sin xdxx  

23.  
( )


−

1

0
11

1x

dx
 dxex x




−

0

3 2

 

24.  
e

xdxx
0

5ln  


+0
21 x

xdx
 

25.  

2

1

0 ln xx

dx
 

dxxe x



−

0

2  

26.  
3

3

1

dx

x
−


 

.
0

5 6

dxex x



−  

27.  
4

0 4

dx

x−
  2

0
4 9

dx

x



+  

28.  
0

3
3 3

dx

x− +
  2

0

3

1

x
dx

x


+

+  

29.  3

0

ln

e

x xdx  
5

sin 0,5xdx



  

30.  
3

2
0 9

dx

x−
  



+e xx

dx

ln2
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3. Обчислити:  

а) площу фігури, обмеженої лініями,   б) об’єм тіла, утвореного обертанням 

навколо осі Ох фігури, обмеженої заданими лініями. 

 

Варіант Завдання 

1.  а) ,xy =     ,9=x     0y =  б) 2sin ,   sin ,y x y x= = 0,   x x = =  

2.  а) ,2xy =     4 0x y− =  
 

б) 2cos ,   cos ,y x y x= = 0,   2x x = =  

3.  а) ( ) ,1
2

+= xy  4y =  
б) ,tgxy =   0,     4y x = =   

4.  а) 24 ,y x= −   2 1y x= +  б) ,    0,xy e y= =  1,    1x x y= − + =  

5.  а) ,tgxy =  ,0=y  
3

x


=  б) ,32 +−= xy  
2 1y x= +  

6.  2 2 3,y x x= − +  3 1,y x= −   0x =  б) 
2 ,    4,xy e x= = −    0,   0x y= =  

7.  24 ,y x= −     0y =  
б) ln ,     0,y x x= =  1,     0y y= =  

8.  а) ,1 xey +=  ,0=x  ,4−=x    0y =  б) ,  2,y x x y= + =     0x =  

9.  а) 
2 1,y x= + ,0=x 2 9,y x= +  0y =  б) 2 ,xy e=  2 ,    2xy e y−= =  

10.  а) ,4 2xy =  2 3y x= +  б) cos ,     0,y x y= =   1
2

x


−    

11.  а) ,32 xxy −=  y x=  б) 
2 ,    4,y x y= =  ,1=xy    0 1x   

12.  а) ,   ,xy e y e= =   1x = −  б) ( )
2 21 ,    ,y x y x= + =  0,  1y y= =  

13.  а) ,4 2xxy −=  3y = −  б) 
1 ,    0,xy e y−= =  0,    1x x= =  

14.  
а) ,sincos 22 xxy −=           

0,   0,   
4

x y x


= = =  
б) ,    2,xy e x y= + =  0,    0x y= =  

15.  а) ,1072 +−−= xxy  0y =  б) ,122 =+ yx  
3

2
y x  
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16.  а) ,4 2xy −=  2 1 0x y− + =  б) 
2

2

1
,    ,y x y

x
= =  0,    2y x= =  

17.  а) ,
1

x
y −=  0,  1,   2y x x= = =  б) 

2 2,    ,x xy e y e−= =  1x =  

18.  
а) sin ,   2sin ,y x y x= =

3
,  

4 4
x x

 
= =  

б) ,2 2xxy −=  2,   0y x x= − + =  

19.  а) 2 ,y x=   y x=                                         б) 2sin ,   1,y x y= =  
5

6 6
x

 
   

20.  а) ,12 −= xy   7 7y x= −  б) ,   ,x xy e y e−= =  1x =  

21.  а) ,3xy =     4 0x y− =  

б) 2sin ,    2cos ,y x y x= =  

0,    
4

x x


= =  

22.  а) ,
1

x
y =     ,xy =     x e=  б) ,    0,y tgx y= =  / 4 / 4x −    

23.  а) 0
2

0 =


=== y,x,x,xsiny  б) 
1

,    2y x y
x

= + =  

24.  а) ,32 xxy −=  xy =  б) cos ,   0,   ,   0
2

y x x x y


= = = =  

25.  а) ,xxy 222 ++=  

0,  0,    3y x x= = = −  
б) ,

1

x
y =  ,1=y  00 === y,ex,x  

26.  а) ,sin xy =  ,=x   xy −=  б) ,2 2xxy −=   0y =  

27.  а) ,1=xy  ,2xy =  04 = x,y  б) sin ,   0,    ,    0
2

y x x x y


= = = =  

28.  а) ,sin xy =  xy


=
2

 б) ,yx,xy 2=+=   0x =  

29.  а) 2sin ,    sin ,y x y x= =  0,   x x = =  б) ,xy,xy −== 4  30 == x,y  

30.  а) ,32 +−= xy    12 += xy  б)  
2 ,    1,    2,    0xy e x x y= = = =  
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Тема 4. Диференціальні рівняння 

 

1. Знайти загальний або частинний розв’язок диференціальних рівнянь. 

 

Варіант Рівняння 

1. 

 

1. ln cos ,y y x y =       (0) 1y =  

2. 2( 2 ) 0x xy dx xydy+ + =  

3. 2cosy x y tgx + =  

4. 2 4 0
y

y x y
x

 + − =  

5. ( 1) ( ) 0yx y dx e x dy+ − + + =  

6. (2 1) ,y y tgy = +   ,
4 4

y
  

= 
 

   
1

4 2
y

 
 = 
 

 

7. 24 2y y x + =  

8. 2 12cos2 9sin2 , (0) 2, (0) 0y y y x x y y  − + = − − = − =  

2. 

1. 0,yyy xe + =      (1) 0y =  

2. sin sin
y y

x y x y
x x

 + =  

3. 2 cosxy y x x − =  

4. 2 ln 0y x y xy− − =   

5. ( sin ) ( cos sin ) 0x y dx x y y dy+ + + =  

6. 2(3 ) (3 2 ) 0,x x y x y − + + =    
1

(2) ,
3

y = −  
1

(2)
2

y = −  

7. 3 2 1x y x y + =  

8. 26 9 9 39 65, (0) 1, (0) 1y y y x x y y  − + = − + = − =  

3 

1.
21

2

(1 )
0,

cos

x
x e

e tgydx dy
y

+ +
+ =   (1)

2
y


=  

2. ln ln
y y

xy x y
x x

 = +  

3. cos 1 siny x y x + = −   

4. 
2

1 1

y y
y

x x
 − =

− −
 

5. 2 2( ) (2 ) 0yx y y dx xy x e dy+ + + + + =  
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6. 
1

,xy y
x

 + =     (1) 6,y =      (1) 2y =  

7. sin 2y y tgx x + =  

8. 22 2 2 8 6, (0) 1, (0) 4y y y x x y y  + + = + + = =  

4. 

1. cos( 2 ) cos( 2 ),y x y x y + + = −   (0)
4

y


=  

2. 
y

xy y xtg
x

 − =  

3. 21 arcsiny x y x − + =   

4. 54 3 0xxy y e y + + =  

5. (sin cos cos ) (cos cos sin ) 0y x y x dx y x y x dy+ − + + − =  

6. 2( ) 0,yy y − =     (0) 1,y =  (0) 2y =  

7. 0y y − =  

8. 6 25 24cos4 9sin 4 , (0) 2, (0) 2y y y x x y y  − + = − + = = −  

5. 

1. ln ,y y y=  (2) 1y =  

2. 4
y y

y
x x

 
 = + +  

 
  

3. sin cos 1y x y x − =  

4. 
2 2( ) 0xdy y x y dx+ + =  

5. 2( sin ) (1 cos ) 0x y dx x y dy+ + + =  

6. ,y y =  
2

(0) ,
3

y =  (0) 1y =  

7. 2(1 ) 5( ) 0y y y + − =  

8. 4 20 4cos4 52sin4 , (0) 0, (0) 0y y y x x y y  + + = − = =  

9.  

1. 2 2( 1) 2 0,x y xy− + =  (0) 1y =  

2. 
y

xxy xe y = +  

3. 
42 2xy y x − =  

4. ( )
2

2 3

3

3
1 sin

1

x y
y y x x

x
 + = +

+
  

5. ( sin ) ( cos ) 0x xe y x dx e y y dy+ + + =  

6. 2 22 3( ) 4 ,yy y y − =  (0) 1,y =    (0) 0y =  

7. 3( )y x y y x  − =  

8. 28 16 16 16 66, (0) 3, (0) 0y y y x x y y  + + = − + = =  
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7. 

1. 2 2 1 ,x y y y + =  (1) 2y =  

2. ( )2xy y xy = −  

3. ( ) 0xxy e dx xdy+ − =  

4. 22 xy y y e + =  

5. 2 3(3 sin ) ( cos ) 0x y x dx x y dy+ + − =  

6. 22
( ) 0,

1
y y

y
 + =

−
 (0) 0,y =    (0) 1y =  

7. 
2( ) 1

2

y
y y

x

 +
  =  

8. 510 34 9 , (0) 0, (0) 6xy y y e y y−  + + = − = =  

8. 

1. 6 2 4( 1) ( 1) 0,x y dx y x dy+ + + =    (0) 1y =  

2. 2 2xy y x y − = +  

3. ( cos )y x y x x= −  

4. 2( )xydy y x dx= +  

5. 
2 2

0
sin cos

y x
tgy dx ctgx dy

x y

  
− + + =   

   
 

6. 
2

,
y x

y
x y


 = +


 (1) 1,y =  (1) 0y =  

7. 2( )y y y  = +  

8. 510 25 , (0) 1, (0) 0xy y y e y y  − + = = =  

9. 

1. ( ) ( ) 0,xy x dx xy y dy− + + =    (0) 1y =  

2. cosln
y

xy y
x

 =   

3. ( 1)ln 2xy x y − =  

4. 2 2 3xy y x y = +  

5. ( 2) 0y ye dx xe dy+ − =  

6. ( 1),
1

y
y x x

x


 − = −

−
       (2) 1,y =  (2) 1y = −  

7. 22
( ) 0

1
y y

y
 + =

−
 

8. 9 18 26cos 8sin , (0) 0, (0) 2y y y x x y y  − + = − = =  

10. 
1. 2 2 2 2( ) ( ) ,x y x dy xy y dx− = +   (1) 1y =  

2. 2 23 3xyy x y + =  
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3. 1y
y

x x
 = +  

4. 2 22 0x y xy y − + =  

5. 2 2( 2 ) 2 0x y x dx xydy+ + + =  

6. ( 1) 0,y x y − − =      (2) 2,y =          (2) 1y =  

7. 3 1y y =  

8. 16 cos4 , 3, 2
8 8

y y x y y
 


   

 + = = =   
   

 

11. 

1. ( ) ( )2 2' 1 1 ,    0 1y x y y+ = + =   

2. 2 2y x y xyy + =  

3. 2( 1) 4 3x y xy+ + =  

4. 2 ln 0xy y xy x + − =  

5. 2( 3 ) ( 4 ) 0y x dx x y dy− + − =  

6. 2( ) 0,yy y − =       (0) 1,y =        (0) 2y =  

7. sin
y

xy y x
x


 = +  

8. ( ) ( )24 5 3 , 0 1, 0 1xy y y e y y  + − = = =  

12. 

1. 2 26 6 2 3 ,xdx ydy x ydy xy dx− = − (2) 0y =  

2. sin
y

xy x y
x

 = +  

3. 
2

2
sin

ctgx
y ctgx y

x
 − =  

4. 3 27 0xy y e y − − =  

5. ( 2 ) 0y ye dx xe y dy+ − =  

6. ,yy y e =      (0) 0,y =        (0) 1y =  

7. 2(1 ) 2x y xy − + =  

8. ( ) ( )2 cos3 , 0 0, 0 1y y y x y y  + − = = =  

13. 

1. 2 2( ) ( ) 0,yxy x dx y x y dy+ + − =  (2) 0y =  

2. (2 )xdy y x dx= −  

3. 2 3( 1)x y xy x x− − = −  

4. 2 23 xy y e y + =   

5. 
2

1
0

y
dy dx

x x
− =  
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6. 22( ) ,yy y =  
1

1,
4

y
 
− = 
 

     
1

4
4

y
 
 − = 
 

 

7. 22 ( ) 1xy y y  = −  

8. ( ) ( )2cos 3sin , 0 0, 0 0y y x x y y + = + = =  

14. 

1. 2 1 ,y dx xydy+ =        (1) 0y =  

2. 3 22 (2 )x y y x y = −  

3. 2(2 3) 0xy dx x dy+ − =  

4. 22 ( )xydy y x dx= −  

5. 
1 1

sin sin cos cos 0y y x dx x y x dy
x y

  
+ + + − + =   

   
 

6. 2cos ( ) sin ,y y y y y  + =    ( 1) ,
6

y


− =     ( 1) 2y − =  

7. ( 1) 0xy e y + + =  

8. ( ) ( )24 4 2 , 0 0, 0 0xy y y e y y  − + = = =  

15. 

1. 2 2(1 ) ,x xe y y e+ =  (0) 1y =  

2. (2 ) ( ) 0x y dx x y dy− + + =  

3. cos ( 2cos )sinxdy y x xdx= +  

4. 5 2( 2 )xdy x y y dx= −  

5. 3 21 1
4 3 0y dx xy dy

x y

  
− + + − − =   

   
 

6. 0,
y

xy y xtg
x


 − + =    (1) 1,y = −     (1)

2
y


=  

7. 2 3( ) ( )yy y y  = −  

8. ( ) ( )9 4sin3 , 0 1, 0 0y y x y y + = = =  

16. 

1. 2(1 ) 0,x dy ydx+ = =   (1) 1y =  

2. sin
y y

y
x x

 = +  

3. 
2

arcsin
1

xy
y x x

x
 + = +

−
 

4. 
2 2

4 2
0

11

y xy
y arctgx

xx
 − − =

++
  

5. ( sin ) ( cos ) 0x ye y y dx e x x y dy+ + + + + =  

6. (2 1) 2 4 ,x y y x + + =      (1) 0,y =  
2

(1)
3

y =  
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7. 2( ) 2 yy y e− + =  

8. ( ) ( )25 3 2 4, 0 1, 0 0y y x x y y  + = − + = =  

17. 

1.
2

(1 )
3 0,

cos

x
x e

e tgydx dy
y

+
+ =  (0)

4
y


=  

2. 2 2(2 )xy y x xy y+ = +  

3. 
2

2 xy xy xe− + =  

4. 
2 4

3
2

3 0
y

y x y
x

 − + =  

5. ( sin ) ( cos ) 0x yy e y dx x e y dy+ + + =  

6. (2 1) ,y y ctgx  + =          0,
2

y
 

= 
 

   
1

2 2
y

 
 = 
 

 

7.  
21 ( )yy y + =  

8. 16 sin 4 , 3, 2
8 8

y y x y y
 


   

 + = = =   
   

 

18. 

1. 2 2(1 ) ,x xe y dy e dx+ =    (0) 0y =  

2. 2 22xyy y x = +  

3. 2(1 )x y y arctgx+ + =  

4. 
2

22

cos

yy
y

x x
 + =   

5. 
2 2

(2 ln ) ( ) 0x x x
xye y dx e dy

y
+ + + =  

6. 3 4 0,y y + =    (0) 1,y = −  (0) 2y = −  

7.  2(1 ) 2x y xy − − =  

8. ( ) ( )2 cos3 , 0 0, 0 1y y y x y y  + − = = =  

19. 

1. 3ln 1 0,y y y x+ + =
15

16
y e
 
− = 
 

 

2. cos
y y

y
x x

 = +   

3. ln
ln

y
y x x

x x
 − =  

4. 2 0
x

y e y y − + =  

5. 
2

( ln ) 1 0
2

x
y x y dx x dy

y

 
+ + + + = 

 
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6. 2 2( 1) 2 ( ) ,y y y y + =    1,
4

y
 

= 
 

    2
4

y
 

 = 
 

 

7. 2 2(1 ) 1 ( ) 0x y y + + + =  

8.  ( ) ( )23 6 5, 1 1, 1 2y y x y y  − = − = =  

20. 

1. ,x y x yy e e+ − = +   (0) 0y =  

2. 2 2( ) 0x y dx xydy+ − =   

3. 3 3 sin6y ytg x x + =  

4. 
2 22 sin 0y ytgx y x − + =  

5. ( ) 0x xye dx y e dy+ + =  

6. 2 2 3 0,x y xy − + =      (1) 1,y =        (1) 4y =  

7. 21 ( )y yy + =  

8.  ( ) ( )24 3 1, 1 1, 1 1y y x x y y + = + − = =  

21. 

1. 2 ,xy y y + =   (1) 0,5y =  

2.  ( )
y

arctg xy y x
x

 − =   

3. (2 1) 4 2x y x y+ = +  

4. 2 2( 2 ) 2 0x x y dx xdy+ + + =  

5. 2(arcsin 2 ) ( 1 ) 0x xy dx x arctgy dy+ + + =  

6. 2( 1) 2( ) ,y y y − =          (0) 2,y =      (0) 3y = −  

7. 2 2( ) 1 ( )y y = +  

8. ( ) ( ), 0 ln 27, 0 0xy y e y y−  + = = =  

22. 

1. 0,
( 1 ( 2)

dx dy

x y y x
+ =

− +
    (1) 1y =  

2. 2 2( 2 ) 0y xy dx x dy− + =  

3. 2 1 0x y xy + + =  

4. 4 cosy y x ytgx = +  

5. 2 3( 3 ) ( 4 ) 0x y x ye x dx e y dy+ ++ + + =  

6. 2( 1) 2 ,y x xy + =      (0) 2,y =     (0) 3y =  

7. 2(2 3) 2( ) 0y y y + − =  

8. ( ) ( )23 2 8 , 0 1, 0 1xy y y e y y  − − = = =  

23. 1. 1 cos2 1 sin 0,       0
4

x y y y
 

+ + + = = 
 
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2. ( )ln
x y

xy y x y
x

+
 − = +  

3. 22 ( )x x y dx dy+ =  

4. 5 32 0xxy y x y e + + =  

5. 0)2()2( 2323 =−+− dyyxydxxyx  

6. 22 ( ) 0,yy y y  − − =     ( 1) 1,y − =  ( 1) 1y − = −  

7. lny x x y =  

8. ( ) ( )6 8 4 , 0 0, 0 0xy y y xe y y  + + = = =  

24. 

1. ln(cos ) 0,x y ytgx + =   ( ) 1y e =     

2. 
2 2xy x y y = − +    

3. 2( 1) 3 xxy x y x e− + + =  

4. 22 4xy x y y − =  

5. 2(10 8 1) (5 8 3) 0xy y dx x x dy− + + − + =  

6. 2ln ( ) 0,y yy y + =        (0) ,y e=     (0) 1y =  

7. 2 xxy y x e − =  

8. 6 13 sin cos , 1, 0
2 2

y y y x x y y
    

  + + = + = =   
   

 

25. 

1. 
2

(1 ) ,
2

y dx
e dy

y
− =        (0) 0y =  

2. 2cos
y

xy x y
x

 − =  

3. 3 2
( 1)

1

y
y x

x
 = + +

+
 

4. 2 2x xy e y e y + =  

5. (ln 2 ) 2 0
x

y x dx y dy
y

 
− + − = 

 
 

6. 2 ln ,xy y x x x + = +     
1

(1) ,
2

y = −   
3

(1)
2

y =  

7. 2 2( ) lnyy y y y − =  

8. ( ) ( )3 2 , 0 0, 0 0xy y y e y y−  + + = = =  

26. 

1. 2 21 1 0,y dx y x dy− + − =  (0) 1y =  

2. 
2

2
3 9 9

y y
y

x x
 = + +  
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3. 3 21 2x y x y = −  

4. 
2

4 2 xy xy xe y− + =  

5. 2 2 2 3(3 3 ) (3 4 ) 0x xy dx x y y dy+ + + =  

6. ln ,
y

xy y
x


 =    (1) ,y e=   

2(1)y e =  

7. y y y =  

8. ( ) ( )26 8 4 , 0 0, 0 0xy y y e y y  − + = = =  

27. 

1. 2 2( ) ( 1) 0,x x ydx y dy+ + + =  (0) 1y =  

2. (1 ln ln )xy y y x = + −  

3. 
2

0xxy y xe− + + =  

4. 
2

3

y y
y

x

+
 =

−
 

5. 2 33 ( 1) 0y yx e dx x e dy+ − =  

6. 2 ln ,x y x =      (1) 3,y =     (1) 1y =  

7. 2(1 ) ( )y y y y  + = +  

8. ( ) ( )4 4 cos2 , 0 0, 0 1y y y x y y  + + = = =  

28. 

1. 2 2( 5) 0,x xe dy ye dx+ + = (0) 1y =  

2. 
y

xxy y xe = −  

3. 2cosy ytgx x + =  

4. 2 2 2(1 ) ( )x dy xy x y dx+ = +  

5. (2 1) (2 1) 0x y dx y x dy− + + − − =  

6. 2 ,yy e =       (0) 0,y =      (0) 1y =  

7. ln
y

xy y
x


 =  

8. ( ) ( )
1

4 cos , 2,
2 2

x
y y y y 

 
 + = = = 

 
 

29. 

1. 22 0,y y y + − =    (0) 3y =  

2. (ln 1) 0
y

xy y
x

 + − =  

3. 4( 2 )x y dx xdy+ =  

4. 2( ) 0xdy y xy dx= + =  
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5. 2 3 3 2(3 ) ( 3 ) 0x y y dx x xy dy+ + + =  

6. 22( ) ( 1) ,y y y = −  (0) 0,y =  (0) 1y =  

7. 1y ctgx y = +  

8. ( ) ( )43 4 , 1 1, 1 0xy y y e y y  + − = = =  

30. 

1. ( ) ( ) 0,x xy dy y xy dx+ + − =    (1) 1y =  

2. 2 2( 2 )x xy y xy y− = −  

3. (ln )x y dx xdy+ =  

4. 23 (1 3 ) sindy y y xdx= −  

5. (12 5 9) (5 2 4) 0x y dx x y dy+ − + + − =  

6. 3 1 0,y y + =      (1) 1,y =  (1) 0y =  

7. 4 cos2y y x + =  

8. ( ) ( )3 2 , 0 0, 0 0xy y y e y y−  + + = = =  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



41 

 

ПРИКЛАД ВИКОНАННЯ ІНДИВІДУАЛЬНОЇ РОБОТИ 

 

Тема 1. Функції багатьох змінних 

 

Приклад 1. Знайти та зобразити на рисунку область визначення функції: 
2 2

2 arcsin .
4

x y
z y x

+
= − + +  

Розв’язання. Область визначення функції визначимо з системи нерівностей: 

2 2

2 0,

1 1,
4

y x

x y

− + 

 +
−  


 або 2 2

2 2

2,

4,

4.

y x

x y

x y

 −


+ 


+  −

 

Графічним образом нерівності 2− xy  є півплощина, розміщена над прямою 

2y x= − . Нерівність 422 + yx  визначає в площині круг із центром в початку 

координат і радіусом 2. Нерівність 2 2 4x y+  −  не визначає ніякого геометричного 

об’єкта.  Перетин цих множин є областю визначення даної функції.  

( ) 2 2 2( ) , :   2,   4 .D z x y R y x x y=   − +   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Приклад 2. Перевірити, чи задовольняє  задана функція 
x

y
sinu =  вказаному 

рівнянню 02
2

2
2

2

2

2
2 =




+




+





y

u
y

yx

u
xy

x

u
x . 

Розв’язання. Знайдемо частинні похідні першого і другого порядків заданої  

функції: 
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







−=










=




2x

y

x

y
cos

x

y
sin

x

u

x

;     
xx

y
cos

x

y
sin

y

u

y

1
=










=




; 

x

y
sin

x

y

x

y
cos

x

y

x

y

x

y
sin

x

y

x

y
cos

x

y

x

y
cos

x

y

x

u

x

2

2322322

2 22








−=








−








−−=










−=




; 

x

y
sin

xxx

y
sin
xx

y
cos
xy

u

y
22

2 1111
−=−=










=




; 

x

y
sin

x

y

x

y
cos

xxx

y
sin

x

y

x

y
cos

xx

y
cos

x

y

yx

u

y
32222

2 111
+−=








−








−+−=










−=




. 

Підставляємо знайдені частинні похідні в ліву частину заданого рівняння і 

отримуємо:  
2

2 2

3 2 2 3 2

2 1 1
cos sin 2 cos sin sin 0,

y y y y y y y y
x xy y

x x x x x x x x x x

      
− + − + + − =             

 

2
cos

y y

x x

2

2
sin

y y

x x
−

2
cos

y y

x x
−

2

2

2
sin

y y

x x
+

2

2
sin

y y

x x
− 0,=  

0 0=  

Отже, задана функція задовольняє вказаному рівнянню. 

Приклад 3. Обчислити наближено  2sin 51 cos5 . 

Розв’язання. Розглянемо допоміжну функцію 2sin cos .z x y=  Перейдемо від 

градусної міри кутів до радіанної:  
180


=t  радіан.  Необхідно обчислити: 

51 5 17
; ; .

180 180 60 36
z z

      
=   

   
 Покладемо 

17 15 2
;

60 60
x x

  +
+  = =  ;

4
x


=  ;

30
x


 =    

; 0; .
36 36

y y y y
 

+  = =  =  

Обчислимо:  

2

2 2 1
; 0 sin cos0 1 ;

4 4 2 2
z
    

= =  =  
   

 

( )
/4

0

; 0
, 4

2sin cos cos sin 2 cos ;     sin 2 cos 1,x
y

z
z x y

x x y x y x y
x x





=
=

 
    = = = =

 
 

( ) 2 2

/4
0

; 0
, 4

sin sin ;    sin sin 0.x
y

z
z x y

x y x y
y y





=
=

 
    = − = − =

 
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Згідно формули ( ) ( )
( ) ( ), ,

, ,
f x y f x y

f x x y y f x y x y
x y

 
+  +   +  + 

 
 маємо: 

 

 

Приклад 4. Знайти градієнт функції ( )y,xz = , заданої неявно в даній точці 
0M . 

025 2332 =−+ zyxzyx ,   ( )1110 ;;M − . 

Розв’язання. Градієнт функції в точці обчислюється за формулою: 

0

0 0

 , .
M

M M

z z
grad z

x y

  
 =
  
 

 

Похідні неявної функції ( )y,xz , заданої за допомогою рівняння ( ) 0=z,y,xF , 

можуть бути обчислені за формулами:  
z

y

z

x

F

F

y

z
,

F

F

x

z




−=








−=




. Маємо: 

( ) zyxzyxz,y,xF 2332 25 −+= ; 

33 210 zxyFx += ;   2 215 2yF x y yz = − ;   226 yxzFz −= ; 

22

33

6

210

yxz

zxy

F

F

x

z

z

x

−

+
−=




−=




;            

22

22

6

215

yxz

yzyx

F

F

y

z

z

y

−

−
−=




−=




. 

Обчислимо значення похідних в заданій точці ( )1110 ;;M − : 

( )
( )

0 0

3 3

2 2

10 1 1 2 110 2 8
,

6 6 1 1 1 7M M

z xy z

x xz y

−  +  +
= − = − = −

 − −  −
 

( )
( )

0 0

22 2

2 2

15 1 1 2 1 115 2 13
,

6 6 1 1 1 7
M M

z x y yz

y xz y

−  −   −
= − = − =

 − −  −
 

0

8 13
 , .

7 7M
grad z

 
= − 
 

 

Приклад 5. Скласти рівняння дотичної площини та нормалі до заданої поверхні 

yxxyxz:Q 532 2 ++−=  у точці  ( )7210 ;;M . 

Розв’язання. Рівняння поверхні Q  задано у явній формі ( )y,xfz = , отже 

рівняння дотичної площини в точці ( )0000 z;y;xM  має вигляд: 

( )
( )

( )
( )0

00
0

00
0 yy

y

y,xf
xx

x

y,xf
zz −




+−




=− , 

а рівняння нормалі має вигляд: 

2 1 1
sin 51 cos5 1 0 0,6.

2 30 36 2 30
z

  
=  +  +  = + 
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( )
( )

( )
( ) 1

0

00

0

00

0

−

−
=





−
=





− zz

y

y,xf

yy

x

y,xf

xx
. 

Знайдемо частинні похідні 
y

f
,
x

f








 та їх значення в точці ( )7210 ;;M : 

( ) ( )0 0, 1, 2
4 3 1; 4 6 1 1;

f x y ff
x y

x x x

 
= − + = = − + = −

  
 

( ) ( )0 0, 1, 2
3 5; 3 5 2.

f x y ff
x

y y x

 
= − + = = − + =

  
 

Підставляємо знайдені значення в рівняння дотичної площини та нормалі та 

отримуємо: 

( ) ( )2217 −+−−=− yxz   або 042 =−+− zyx  – рівняння дотичної площини; 

1

7

2

2

1

1

−

−
=

−
=

−

− zyx
 – рівняння нормалі. 

Приклад 6. Знайти екстремум функції   512333 +−−+= yxyxz .         

Розв’язання. Знаходимо частинні похідні першого порядку заданої функції: 

23 3,
z

x
x


= −


  123 2 −=




y

y

z
. 

Знаходимо стаціонарні точки. Для цього прирівняємо знайдені частинні похідні 

до нуля і розв’яжемо  систему рівнянь: 












=




=




,
y

z

,
x

z

0

0

      




=

=







=

=







=−

=−

.y

,x

,y

,x

,y

,x

2

1

4

1

0123

033

2

2

2

2

 

Отже задана функція має чотири стаціонарні точки: ( ) ( )1 21; 2 , 1; 2 ,M M − −  

( ) ( )3 41; 2 , 1; 2 .M M− −  

Знайдемо частині похідні другого порядку: 

x
x

z
6

2

2

=

















;     0

2

=


















yx

z
;    y

y

z
6

2

2

=

















. 

Обчислимо значення знайдених похідних в кожній із стаціонарних точок iM , 

при цьому покладемо: 
2

2
,

iM

z
A

x

 
=  

 
 

2

,

iM

z
B

x y

 
=  

  
 

2

2
.

iM

z
C

y

 
=  

 
 

Складаємо вираз 2BAC −=  і проаналізуємо його знак: 
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– якщо 0 , то функція ( )y,xfz =  в точці ( )00 y,xM  має максимум при 0A  і 

мінімум при 0A ; 

– якщо 0 , то функція ( )y,xfz =  в точці ( )00 y,xM  екстремуму не має; 

– якщо 0= , то питання про існування екстремуму залишається відкритим і 

потребує додаткового дослідження. 

1) Точка ( )211 ;M :  

( ) 66
212

2

1

==

















=

;

M

x
x

z
A , 0

1

2

=

















=

M
yx

z
B ; 

( ) 126
212

2

1

==

















=

;

M

y
y

z
C . 

07201262 =−=−= BAC . 

Так як 060 = A, , то в точка ( )211 ;M  є точкою мінімуму функції. 

2) Точка ( )212 −− ;M . 

( ) 66
212

2

2

−==

















=

−− ;

M

x
x

z
A , 0

2

2

=

















=

M
yx

z
B ; 

( )

2

2

2 1; 2
6 12.

M

z
C y

y − −

 
= = = − 

 
 

( ) 07201262 =−−−=−= BAC . 

Так як 060 −= A, , то в точка ( )212 −− ;M  є точкою максимуму функції. 

3) Точка ( )213 −;M . 

( ) 66
212

2

3

==

















=

−;

M

x
x

z
A , 0

3

2

=

















=

M
yx

z
B ; ( ) 126

212

2

3

−==

















=

−;

M

y
y

z
C . 

( ) 07201262 −=−−=−= BAC . 

Так як 0 , то в точка ( )213 −;M  не є екстремальною точкою функції. 

4) Точка ( )214 ;M − . 

( ) 66
212

2

4

−==

















=

− ;

M

x
x

z
A , 0

4

2

=

















=

M
yx

z
B ; ( ) 126

212

2

4

==

















=

− ;

M

y
y

z
C . 

( ) 07201262 −=−−=−= BAC . 

Оскільки 0 , то в точці ( )214 ;M −  екстремуму немає. 

Обчислимо значення функції 512333 +−−+= yxyxz  в точках екстремуму 

( ) ( )2121 21 −− ;M,;M . В результаті отримаємо: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 235212132121
33

=+−−−−−+−=−−= ;zz maxmax ; 

( ) 135212132121 33 −=+−−+== ;zz minmin . 
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Тема 2. Невизначений інтеграл 

 

Приклад 1. Знайти невизначені інтеграл методом безпосереднього інтегрування:        
3

2

5
,

x x
dx

x

 −
 
 
         

2
.

9

dx

x−
  

Розв’язання. 

1) 
3 3 2

2 2 2

5 5 1
5 5 ln ,

2

x x x xdx x
dx dx dx xdx dx x C

x x x x

 −
= − = − = − + 

 
      

2) 
2 2 2

1
arcsin .

3 29 3

dx dx x
C

x x
= = +

− −
   

Приклад 2. Знайти невизначені інтеграл методом заміни змінної: 

2 333 1 ,x x dx +  

Розв’язання. 

1) ( )

3

1 4

2 3 33 3 3

2

1
3

3 1 1
4

3

x t

x x dx d x dt t dt t C

x dx dt

 + =
 

 + = + = = = + = 
 

= 

  ( )
4

33
3

1 ,
4

x C+ +   

2) ( )
3 1

2 2

1 1

2 2

1 ln
ln ( 1) 2

1 ln 2
31 ln

x t
xdx t dt

d x dt t dt t dt t t C
x x t

dx
dt

x

−

 
 + =
  −

= + = = = − = − + =   
+  

 =
 

  

3 1

2 2
2

(1 ln ) 2(1 ln )
3

x x C= + − + + = 32 2
(1 ln ) 2 1 ln 1 ln (ln 2) .

3 3
x x C x x C+ − + + = +  − +  

Приклад 3. Знайти невизначені інтеграли методом інтегрування частинами: 

3 ln ,x xdx      2 cos2 .x xdx  

Розв’язання. Застосуємо формулу 

.udv uv vdu= −   

 

1) 
1

3 3 3 3

3

4

3

4

3

ln 3 3 3 3
ln    ln ln

4 4 4 43

4

dx
du

u x dxx
x xdx x x x x x x x x dx

xdv xdx
v x

 
= = 

= = − = − = 
= =

  

    
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3 3 3
3 9 3

.
4 16 16

x x x x C x x C= − + = +  

2) 
2

2 2

2
1 1

cos2 sin 2 2 sin 21
cos2 2 2sin 2

2

du xdx
u x

x xdx x x x xdx
dv xdx v x

= 
= 

= = −  = 
= =  

    

 
21 1
sin 2 ( cos2 cos2 )1

sin 2 2 2 2cos2
2

du dx
u x x

x x x xdx
dv xdx v x

= 
= 

= = − − + = 
= = −  

       

 
2 1
sin2 cos2 sin2 .

2 2 4

x x
x x x C= + − +  

Приклад 4. Знайти інтеграли:  

а) від дробово-раціональної функції 
2

1
,

5 4
dx

x x− +  

б) від тригонометричної функції sin5 sin3 .x xdx   

Розв’язання. 

а) Виділимо повний квадрат у знаменнику дробу та застосуємо табличний інтеграл 

22
2

1 1 1

5 25 255 4 5 92 4
2 4 4 2 4

dx dx dx
x x

x x x

= = =
− +  −  + − + − − 

 

    

2 2

5 3
1 1 1 42 2ln ln .

3 5 3 3 15 3 2
2 2 22 2

x
x

dx C C
x

xx

− −
−

= = + = +
−     − +− −   

   

  

б) Застосуємо формулу добутку тригонометричних функцій:  

     
cos 2 cos8 1 1

sin5 sin3 cos 2 cos8
2 2 2

x x
x xdx dx xdx xdx

−
 = = − =     

1 1 1 1 1 1
sin 2 sin8 sin 2 sin8 .

2 2 2 8 4 16
x x C x x C=  −  + = − +  

 

Тема 3. Визначений інтеграл та його застосування 

 

Приклад 1. Обчислити визначені інтеграли: 

а)  
2 3

1

5x x
dx

x

 −
 
 
 ,         б) 

3
1 8 19ln

e
dx

x x+
 ,            в)  

6

0

sin3x xdx



 . 
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Розв’язання. 

а) ( )
22 2 2 2 23 3 3

22

1

1 1 1 1 1 1

5 5 40 5 32
5 5 2 1 ,

3 3 3 3

x x x xdx x
dx dx x dx dx x

x x x

 −  
= − = − = − = − − − =   

  
      

б) 

( )

3
1

8 19ln

      1:8 19ln

      8 19 ln1 81
19

      :8 19ln

      8 19 ln 271 1

19

e

x t

якщо xd x dt

tdx
dx dt

якщо x ex x x

t e
dx dt

x

+ = 
 =+ = 

= +  = 
= =  =

=+  
 = +  =

= 
 


27 1

3

8

1

19
t dt
−

=  

27
27

1 2
1

273 3
2 2 23 3 3

8

8
8

1 3 3 3 15
( 27 8 ) .

119 19 2 38 38 38
1

3

t t
t

− +

=  =  = = − =

− +

 

 

в) 
6 6

6

00 0

1 1
sin3 cos3 cos31

sin3 3 3cos3
3

du dx
u x

x xdx x x xdx
dv xdx v x

 
= 

= 
= = − + = 

= = − 
 

   

( )
6 6

0 0

1 1 1 1 1
cos3 sin3 cos 3 sin 3 sin 3 0

3 9 3 6 6 9 6 9
x x x

 

     
= − + = −    +  −  =   

   
 

1 1
cos sin .

18 2 9 2 9

  
= −  + =  

Приклад 2. Обчислити інтеграли або встановити їх розбіжність: 

2

1

ln
,

x
dx

x

+

          

( )

6

2
3

2

.
4

dx

x−
  

 

Розв’язання. 

1)
2 2 2

11 1 1
2

ln            
ln ln ln

lim lim
1

         

b bb

b b

dx
u x du

x x x dxx
dx dx

dxx x x x
dv v

x x

+

→+ →+

 
= =    

= = = − + =    
   = = −
  

    

1

ln 1 ln 1 ln 1
lim lim 1 lim 1 0 1 1     

b

b b b

x b b

x x b b→+ →+ →+

+ +   
= − − = − − = − + = − + =    

   
 

інтеграл збігається. 
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 2)  

( )

6

2
3

2 4

dx

x−
  

Підінтегральна функція ( )
( )

2
3

1

4
f x

x
=

−
 має розрив 2-го роду у точці 4,x =  тому  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2

2

22 2 2
46 4 6 633 3 3

2 0 03
2 2 4 2 4

4 4 lim 4 lim 4
4

dx
x dx x dx x dx x dx

x



 


−− − −−

→+ →+
+

= − + − = − + − =
−

      

( )
1

1 2 1
2

64

33 3 3
1

0 0 0
42

lim 3 4 lim 3 4 3 lim 4 4 2 4x x


  



−

→+ →+ →+
+

= − + − = − − − − +  

( ) ( )
2

3 3 33 3
2

0
3 lim 6 4 4 4 3 2 2 6 2     



→+

+ − − + − = + =   

інтеграл збігається. 

Приклад 3. Обчислити:  

а) площу фігури, обмеженої лініями 
2xy =  та 

22 xy −= . 

Розв’язання. 

Для того, щоб накреслити рисунок, знайдемо координати точок перетину 

кривих ( )xy1  та ( )xy2 , в яких ( ) ( )xyxy 21 = : 

2

2

,

2 ,

y x

y x

 =


= −
 

22 2 xx −=        12 =x     

Тоді         11 −=x ;    12 =x    1−=a ;    1=b . 
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( )( ) ( ) ( )
1 1 1 3

2 2 2 2

1 1 1

1
2 2 2 2 1 2

13

x
S x x dx x dx x dx x

− − −

 
= − − = − = − = = − = 

− 
    

( )
3

11 8
2 1 1

3 3 3

  −
 = − − − − = 

  
  

 кв. од. 

 

б) об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, обмеженої заданими 

лініями sin ,     0,      .y x x x = = =  

Обєм тіла знаходимо за формулою: 

( )2 .

b

Ox

a

V f x dx=   

 

 
 

2 2

0 0 0 0

1 cos2 1 cos2
sin sin cos2

2 2 2
Ox

x x
V xdx x dx dx xdx

   


 
 − − 

= = = = = − =   
   

     

2

0

1 1 1
sin 2 sin 2 0 sin 0   . .

2 2 2 2 2 2 2
x x куб од


   

  
      

= − = − − − =  =      
      

 

 

Тема 4. Диференціальні рівняння 

 

Знайти загальний або частинний розв’язок диференціальних рівнянь. 

Приклад 1. Розв’язати задачу Коші:  

( )ln 0, .
2

tgydx x xdy y e


− = =  

Розв’язання. Поділимо обидві частини даного рівняння на добуток функцій 

xxtgy ln  при 1,  хkу  . Одержимо .0
ln

=−
tgy

dy

xx

dx
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Інтегруючи обидві частини рівняння маємо: 0.
ln

dx dy

x x tgy
− =   

.sinln

,lnsinlnlnln

yCx

Cyx

=

=−
 

Визначимо з початкових умов довільну сталу C : 

.1,
2

sinln == CCe


 

Підставивши знайдене значення довільної сталої у загальний інтеграл, одержимо 

розв’язок задачі Коші 

.sinln yx =  

Приклад 2. Розв’язати рівняння 

.x

y

e
x

y
y −=  

Розв’язання. Рівняння є однорідним, оскільки 

( ) ( ), , .
ty y

tx x
ty y

f tx ty e e f x y
tx x

= − = − =  

Зробимо заміну: 
x

y
t = , звідки txtyxty +== , . Підставимо заміну в 

рівняння: ,               .t tt xt t e xt e + = − = −  

Так як 
dx

dt
t = , то можна відокремити змінні: .

x

dx

e

dt
t
=−  

Інтегруємо обидві частини рівняння: 

,

ln ,

ln .

t

t

t

dt dx

e x

e dt x C

e x C

−

−

− =

− = +

= +

 

  

Підставивши 
x

y
t = , маємо Cxe x

y

+=
−

ln . 

Приклад 3. Розв’язати рівняння  
xxeyy =− . 

Розв’язання. Рівняння лінійне. Використаємо підстановку 

( ) ( )xvxuy = ;         vuvuy += . 

Підставимо y  і y  в рівняння і групуємо доданки наступним чином: 
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( ) .

;

x

x

xevvuvu

xeuvvuvu

=−+

=−+
 

Вираз у дужках вважаємо рівним нулю: .0=− vv  

0,

.x

v v

u v xe

 − =

 =

 

1) .0=− vv    Відокремлюючи змінні, маємо: 

                      ,

                    ,

ln          .x

dv
dx

v

dv
dx

v

v x С v Ce

=

=

= +  =

   

Звідси маємо, що при С=1    
xev = . З урахуванням знайденого виразу для ( )xv  

маємо рівняння для визначення функції ( )xu : 

2) ,x xu e xe  =  

2

,

,

,
2

du
x

dx

du xdx

x
u C

=

=

= +

   

де C  – константа інтегрування. Загальний розв’язок рівняння матиме вигляд 

.
2

2
xeC

x
y














+=  

Приклад 4. Розв’язати рівняння  

.23 yxyyx =−  

Розв’язання. Запишемо дане рівняння у вигляді 

221
yxy

x
y =− , 

це рівняння Бернуллі 

Використаємо підстановку ( ) ( )xvxuy = , тоді vuvuy += . Підставляємо вираз 

для y  і y  в дане рівняння і, аналогічно тому, як це робили при розв’язуванні 

лінійного рівняння, групуємо доданки: 
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.
1

;
1

222

222

vuxvuu
x

uv

vuxuv
x

vuvu

=+







−

=−+

 

Вираз у дужках, як і раніше, вважаємо рівним нулю: 

2 2 2

1
0,

.

u u
x

uv x u v


 − =


  =

 

1) 
1

0;u u
x

 − =  

   ,

    ,

ln ln ln ,

          .

du dx

u x

du dx

u x

u x С

u Сx

=

=

= +

=

   

Для визначення функції ( )xv  маємо рівняння 
222 vuxvu =  або враховуючи 

розв’язок для ( )u x x=  при С=1: 

2 2 2

3

2

3

2

,

,

.

xv x x v

dv
x dx

v

dv
x dx

v

 =

=

= 

 

Після інтегрування маємо: 
4

4

1
,

4

4
.

4

x
C

v

v
x C

− = +

= −
+

 

Тоді загальний розв’язок має вигляд: 

4

4
.

4

х
y

x C
= −

+
 

Приклад 5.  Розв’язати  рівняння 

1
( 2 ) 0.x xye x dx e dy

y

 
+ + − = 

 
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Розв’язання. Перевіримо виконання умови :
M N

y x

 
=

 
   

1
( 2 ) ,      ,x x x x

y

x

M N
ye x e e e

y x y

  
= + = = − = 

   
  

тобто маємо рівняння у повних  диференціалах.  За формулою  

0 0

0( , ) ( , )

yx

x y

M x y dx N x y dy C+ =    

маємо 

0

0 0

1
( 2 )

yx

xx

x y

ye x dx e dy C
y

 
+ + − = 

 
    

або 

0 0 02 2

0 0 0ln ln .
x x xxye x ye x ye y y e y C+ − − + − − + =   

Зведемо подібні доданки  та зберемо усі константи  в  одну: 
2 ln .xye x y C+ − =  

Приклад 6. Розв’язати задачу  Коші 
2 3( ) ( ) ,          (0) 1,   (0) 2.yy y y y y   = − = − =  

Розв’язання. Рівняння не містить явно аргументу .x   

Зробимо заміну ( ), .y yy z y y z y z z    = = =    

В результаті отримаємо рівняння з відокремлюваними змінними:   

2 3

2
.

dz dz dy
yz z z

dy z z y
= −  =

−
 

Проінтегруємо останню рівність:  

 
2

.
dz dy

z z y
=

−   

1 1ln ln | | ln | | .
1 1

z y
y C C y

z y


= +  =

− −
  

Застосуємо початкові умови  

1 1

2
2.

1 2
C C= −  =

−
  

Рівняння буде мати вид: 

2 .
1

y
y

y


=
−
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Розв’яжемо рівняння відносно :y  

2
.

1 2

y
y

y
 =

+
 

 

Відокремимо змінні:  

1 2
.

2

y
dy dx

y

+
=   

Проінтегруємо вираз  

2

1
ln | | .

2
y y x C+ = +   

Знайдемо константу 2 :C  

2

1
ln | 1| 1 0 ,

2
C− − = +  

2 1.C = −  

Розв’язок рівняння буде мати вид: 

1
ln | | 1.

2
y y x+ = −   

Приклад 7. Знайти  розв’язок рівняння 

( 1) 0.x y y + + =  

Розв’язання. Рівняння не містить явно змінної .y   

Зробимо  заміну  ( ),    ( ).y z х y z х  = =  

Рівняння набуде вигляду 

1
( 1) 0 1.x z z z z

x
 + + =  + = −  

Отримали лінійне рівняння відносно змінної z. Щоб розв’язати отримане 

рівняння застосуємо заміну ,      .z uv z u v uv  = = +   

Тоді  отримаємо 

1,
uv

u v uv
x

 + + = −  

1.
v

u v u v
x

 
 + + = − 

 
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0,

1.

v
v

x

u v


 + =


  = −

 

 1)  0,
v

v
x

 + =  

,
dv v

dx x
= −  

    ln ln ln ,      .
dv dx C

v x C v
v x x
= −  = − + =    

Нехай 
1

1,       .С v
x

= =     

2

1

2

1
1

2)   1
2

1
       .

2 2

x
u v u x u C

x x C
z uv C

x x

 = −  = −  = − + 

 
= = − + = − + 

 

  

Так  як  z y= ,  то  

1 .
2

x C
y

x
 = − +   

Після інтегрування маємо, що 
2

1 2ln | | .
4

x
y C x C= − + +  

 

Приклад 8. Знайти  розв’язок рівняння 

3 6 8y y x + = + . 

Розв’язання. Структура загального розв’язку рівняння буде мати вид: 

. . . . . .з н з о ч нy y y= +  

1) Знайдемо розв’язок відповідного лінійного однорідного рівняння  

3 0.y y + =  

Складемо для нього характеристичне рівняння  
2 3 0k k+ = . 

Його корені 1 0k = , 2 3k = − .  

Отже 
0 3 3

. . 1 2 1 2 .x x x
з оy C e C e C C e −  −= + = +  
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2) Правою частиною лінійного неоднорідного рівняння є многочлен першого 

степеня ( )6 8x + . Тому частинний розв’язок . .ч нy  будемо шукати у вигляді  

( ). . .ч нy x Ax B= +  

Многочлен першого степеня домножили на x  тому, що один з коренів 

характеристчного рівняння дорівнює 0. 

Тоді . . . .2 ,     2 .ч н ч нy Ax B y A = + =  

Підставимо ці вирази в рівняння та отримаємо: 

( )2 3 2 6 8A Ax B x+  + = +   або  6 2 3 6 8Ax A B x+ + = + . 

Прирівняємо коефіцієнти при однакових степенях x  в лівій і правій частинах 

останньої рівності. 
1

0

 6 6,

         2 3 8.

Ax

A Bx

=

+ =
 

Розв’язавши отриману систему лінійних алгебраїчних рівнянь, одержимо  

1,      2.A B= =  

Тоді 2
. . 2 ,ч нy x x= +  а загальний розв’язок рівняння має вид: 

3 2
1 2 2 .xy C C e x x−= + + +  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



58 

 

ПЕРЕЛІК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ 

 

1. Тевяшев А.Д., Литвин О.Г., Кривошеєва Г.М. та ін. Вища математика у прикладах 

та задачах. Ч.2. – Харків: ХНУРЕ, 2002. –  440 с. 

2. Валєєв К.Г., Джалладова І.А. Вища математика: Навчальний посібник: У 2-х ч. − 

К.: КНЕУ, 2002. − Ч.2. − 451 с. 

3. Бугров Я.С., Никольский С.М. Дифференциальное и интегральное исчисление. М.: 

Наука, 1980. 

4. Бугров Я.С., Никольский С.М. Дифференциальные уравнения. Кратные 

интегралы. Ряды. Функции комплексного переменного. М.: Наука, 1980. 

5. Дубовик В.П., Юрик І.І. Вища математика. Київ: Вища школа, 1993. 

6. Сборник задач по математике (для втузов). Под ред.. Ефимова А.М., 

Демидовича Б.П., т.2. М.: Наука, 1981. 

7. Вища математика. Збірник задач. За ред.. Дубовика В.П., Юрика. КиЇв: А.С.К., 

2001. 

8. Кузнєцов А.В. Сборник задач по высшей математике (типове расчеты). М.: 

Высшая школа. 1973. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



59 

 

ДОДАТОК А 

ТАБЛИЦЯ ПОХІДНИХ 

 

0, ( )C C const = =  1x =  

1( )n nx nx − =  
2

1 1

x x


 

= − 
 

 

( )
1

1n

nn
x

n x −


=


 ( ) 1

2
x

x


=


 

( ) lnx xa a a

=  ( )x xe e


=  

( )
1

log
ln

a x
x a


=  ( )

1
ln x

x


=  

( )sin cosx x

=  ( )cos sinx x


= −  

( ) 2

1
tg 

cos
x

x


=  ( ) 2

1
ctg 

sin
x

x


= −  

( )
2

1
arcsin

1
x

x


=

−
 ( )

2

1
arccos

1
x

x


= −

−
 

( ) 2

1
arctg 

1
x

x
 =

+
 ( ) 2

1
arcctg 

1
x

x
 = −

+
 

  

ПРАВИЛА ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ 

( )C u C u


 =   ( )u v u v


  =   

( )u v u v v u


  =  +   
2

u u v v u

v v


  −  

= 
 

 

 

ПОХІДНА СКЛАДНОЇ ФУНКЦІЇ 

x u xy y u  =   
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 ДОДАТОК Б 

ТАБЛИЦЯ ІНТЕГРАЛІВ 

 

du u C= +  tg ln cosu du u C= − +  

1

1

n
n u

u du C
n

+

= +
+  ctg ln sinu du u C= +  

2
du

u C
u
= +  

2
tg

cos

du
u C

u
= +  

2

1du
C

u u
= − +  

2
ctg

sin

du
u C

u
= − +  

ln
du

u C
u
= +  

2 2
arcsin

du u
C

aa u
= +

−
  

u ue du e C= +  
2 2

1
arctg

du u
C

a u a a
= +

+  

ln

u
u a

a du C
a

= +  2 2

1
ln

2

du u a
C

u a a u a

−
= +

− +  

sin cosu du u C= − +  
2 2

1
ln

2

du a u
C

a u a a u

+
= +

− −  

cos sinu du u C= +  ln tg
sin 2

du u
C

u
= +  

2

2
ln

du
u u a C

u a
= + + +

+
  ln tg

cos 4 2

du u
C

u

 
= + + 

 
  

2
2 2 2 2 arcsin

2 2

u a u
a u du a u C

a
− = − + +  

2 2 2ln
2 2

u a
u a du u a u u a C+ = + + + + +  

 

ВЛАСТИВОСТІ НЕВИЗНАЧЕНИХ ІНТЕГРАЛІВ 

1. ( ) ( ) ,af x dx a f x dx=     0a   – стала. 

2. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,f x g x dx f x dx g x dx =      

3. ( ) ( )
1

.f ax b dx F ax b C
a

+ = + +   
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