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Введение

Цель пособия, - изложить основы данного предмета с учётом специфики специальности. В нём представлен материал, излагаемый на протяжении ряда лет на специальности «Компьютерный эколого-экономический мониторинг». Конспект содержит десять лекций, каждая из которых ориентирована на 2 – 4 аудиторных часа. В содержательном плане он имеет следующую структуру.
В первой части (Лекция 1) дано представление о дифференциальных операторах в скалярных и векторных полях. Эти операторы используются при описании многомерных краевых задач и по этой причине включение традиционного раздела классического анализа в данный курс представляется вполне оправданным. Вторая часть (Лекции 2 – 5) содержит классификацию уравнений в частных производных, методику приведения их к каноническому виду, вывод основных уравнений математической физики, постановку и классификацию краевых задач. В третьей части (Лекция 6 – 8) изложены аналитические методы решения линейных задач. Основное внимание уделено методу Фурье, рассмотрены как одномерные, так и многомерные задачи для простейших областей. Дано представление о методе функций Грина. Учитывая компьютерную направленность специальности, в четвертой части (Лекция 9, 10) изложены приближённые методы решения краевых задач. Рассмотрены классические подходы к построению их разностных схем, выполнен краткий анализ методов, получивших распространение в последние десятилетия, в частности, при решении задач динамики атмосферы и океана. Пособие содержит также решения ряда типовых задач, призванных помочь при выполнении индивидуальных заданий.

Лекция 2 подготовлена доцентом Г.Т. Климко.

Лекция 1. Дифференциальные операции в скалярных и векторных полях
Рассмотренные ниже операции используются при математическом моделировании физических процессов в сплошных средах и их усвоение важно для понимания получаемых уравнений.

1.1. Скалярное поле, производная по направлению, градиент
Скалярное поле. Если в каждой точке некоторой области D задано некоторое число, то говорят, что в области D задано скалярное поле. Математически скалярное поле описывается функцией 
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Пусть, например, 
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 в момент t, т.е. функция T описывает распределение или поле температур в области D. Тогда функция Т задает скалярное поле. 

Если скалярное поле зависит от переменной t, то оно называется нестационарным, в противном случае, - стационарным. Очевидно, что необходимым и достаточным условием стационарности скалярного поля является выполнение условия


[image: image5.wmf]0

=

¶

¶

t

u

,

в каждой точке 
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Производная по направлению. Рассмотрим скалярное поле 
[image: image7.wmf])

(

M

u

, некоторую фиксированную точку 
[image: image8.wmf])

,

,

(

0

0

0

0

z

y

x

M

 и направление l, задаваемое единичным вектором 
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Рисунок 1. Производная по направлению

Возьмем на этом направлении произвольную точку 
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где вел.
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Тогда предел отношения (1) при  
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Проведем преобразование выражения (2).

Для определенности пусть вел.
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Проводя, далее, эквивалентные преобразования в числителе последнего отношения и применяя теорему Лагранжа 
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 последовательно по каждой из переменных, получаем
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где точки 
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Учитывая, наконец, что 
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Аналогичным образом может быть рассмотрен и случай       вел.
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Соотношение (3) и используется, обычно, для вычисления производной скалярного поля по направлении.

Градиент.  Рассмотрим соотношение (3). Обозначим символом grad u, читается градиент u, вектор с координатами 
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Из соотношения (31) можно установить, полезный для приложений, физический смысл 
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Действительно, зафиксируем точку М0  и будем изменять направление l. Тогда, согласно определения скалярного произведения, имеем 
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Отсюда следует, что 
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 характеризует собой скорость изменения функции в направлении l, вытекает следующее заключение:

Градиент  функции  указывает  направление  ее  наибольшего возрастания.

Задание 1. Установить, в каких точках градиент скалярного поля 
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Решение. 1) Найдем 
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Таким образом, 
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2) Рассмотрим вектор 
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Таким образом, имеем соотношение 
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3) Решим полученную систему. 


Умножая, например, первое уравнение на x и вычитая из него второе, умноженное на y, имеем
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Отсюда
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Случай 1. 
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Таким образом, множество решений 
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 представляет собой множество точек, расположенных на оси OZ.

Случай 2.  
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1.2. Векторное поле, дивергенция, ротор
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Рисунок 2. Поле тяготения


Примерами векторных полей являются электростатическое поле, распределение скорости в движущейся жидкости, газе и т.д.
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Физический смысл. Пусть S – некоторая замкнутая поверхность, ограничивающая объем V (Рисунок 3), 
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Рисунок 3. Иллюстрация к 
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представляет собой поток векторного поля через участок поверхности площади ds в направлении 
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На основании этого 
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Его физический смысл состоит в следующем.

Рассмотрим в векторном поле 
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Т.е. 
        Циркуляция поля вдоль контура l равна потоку ротора этого поля через поверхность S.
По аналогии со скалярным потенциалом в теории поля вводится и понятие векторного потенциала. А именно, вектор 
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1.3. Оператор Гамильтона

Оператором Гамильтона, обозначается 
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Его действие в скалярных и векторных полях определяют так:


[image: image150.wmf]k

z

u

j

y

u

i

x

u

u

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

Ñ

,


[image: image151.wmf]k

z

u

j

y

u

i

x

u

u

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

Ñ

,


[image: image152.wmf],

3

2

1

z

A

y

A

x

A

A

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

Ñ



[image: image153.wmf],

1

2

1

3

2

3

3

2

1

k

y

A

x

A

j

z

A

x

A

i

z

A

y

A

A

A

A

z

y

x

k

j

i

A

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

=

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

´

Ñ



[image: image154.wmf]z

A

y

A

x

A

A

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

Ñ

3

2

1

, 
[image: image155.wmf].

2

1

3

2

3

2

3

2

1

k

x

A

y

A

j

y

A

z

A

i

y

A

z

A

z

y

x

A

A

A

k

j

i

A

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

=

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

Ñ

´



Отсюда следует, что
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1.4 . Повторные дифференциальные операции

Если к выражениям 
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Введем дополнительное символическое выражение
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называемое оператором Лапласа.
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а сам оператор 
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, учитывая принятые выше договоренности, можно представить в виде
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Тогда 
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Таким образом, выражения (5), (51), (52) представляют собой эквивалентные представления одной и той же операции.
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т.к. нулевой вектор отождествляется с точкой.


К этому результату можно было бы прийти и так. Учитывая введенные выше соглашения о замене произведения дифференцированием (т.е. 
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Таким образом
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Сравнивая, далее, полученное соотношение с 
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Задание. Найти 
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Решение. 1) Найдем 
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Используя правило дифференцирования сложной функции, имеем
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Тогда 
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т.е. 
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2) Функция r, и следовательно, функция u являются симметричны относительно переменных x, y, z, т.е. r(x, y, z) = r(y, x, z) =    и т.д. На результатах дифференцирования это отражается в том, что производные по другим переменным определяются по аналогии. Т.е. 
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3) Складывая, далее, полученные соотношения, имеем
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т.е. 
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Замечание. Уравнение 
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называется уравнением Лапласа, а его решения, - гармоническими функциями. Т.о. функция 
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, в трехмерной области, не содержащей начало координат, является гармонической.
Лекция 2. Уравнения в частных производных, классификация, приведение к каноническому виду
2.1. Вступительные замечания

Большое число физических задач приводят к дифференциальным уравнениям с частными производными второго порядка относительно искомой функции – измеряемой физической величины, зависящей, вообще говоря, от времени и положения в пространстве. Такие уравнения можно записать в виде соотношений между независимыми переменными х1 … 
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, искомой функцией 
[image: image202.wmf]u

 и ее частными производным первого и второго порядков
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Часто эти уравнения являются линейными относительно старших производных второго порядка, т.е. имеют вид
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где коэффициенты при старших производных 
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 являются функциями только независимых переменных 
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 линейна относительно аргументов 
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, то уравнение называется линейным (без указания, относительно чего). 


Таким образом линейные уравнения имеют вид:
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где коэффициенты 
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 являются функциями только независимых переменных 
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Если 
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Если коэффициенты 
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 постоянны, уравнение (3) называется линейным уравнением с постоянными коэффициентами.
Все многообразие квазилинейных и линейных уравнений может быть разделено на три основные класса (типа). В каждом классе есть простейшие уравнения, которые называются каноническими. Решение уравнений одного и того же типа (класса) имеют много общих свойств. Для изучения этих свойств достаточно рассмотреть канонические уравнения, так как все другие уравнения данного класса могут быть приведены к каноническому виду. Поэтому важно изучить свойства решений канонических уравнений и методов построения их решений.

Принадлежность уравнения к тому или иному классу (типу), то есть классификация уравнений, определяется коэффициентами при старших производных.

Мы приведем классификацию для уравнений, в которых искомая функция 
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 зависит лишь от двух переменных: 
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. В этом случае уравнения, линейные относительно старших производных, можно записать в виде
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и линейные - в виде 
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где 
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2.2. Классификация уравнений
Произведем в уравнении (21) замену независимых переменных по формулам
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устанавливающих взаимно однозначное соответствие между точками 
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После подстановки этих выражений для производных в уравнение (21) и объединения членов с одинаковыми производными, получим преобразованное уравнение
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где
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Используя формулы (5), можно найти связь между 
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Установим ее явно: 
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Т.о., справедливо тождество
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где
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Т.о. знак выражения 
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 инвариантен относительно преобразования (4). Исходя из этого, принята следующая классификация уравнений вида (21)

	Если в некоторой области 
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, то уравнение (21) называется гиперболическим в 
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 (говорят: уравнение гиперболического типа в области 
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	Если 
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 (говорят: уравнение эллиптического типа в области 
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	Если 
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 во всех точках области (множества) 
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, то уравнение (21) называется параболическим в 
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 (говорят: уравнение параболического типа в области 
[image: image254.wmf]D

).



Из соотношения (6) следует, что при замене независимых переменных по формулам (4) тип уравнения (21) не изменяется.

Замечание:

При взаимно однозначном преобразовании (4) якобиан 
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Замена независимых переменных позволяет переходить к уравнениям в упрощенной (канонической) форме. Для каждого типа уравнений существует своя каноническая форма уравнений.

2.3. Приведение линейных уравнений к канонической форме
3) Если уравнение (21) гиперболического типа в области 
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называемой канонической.


Рассмотрим процедуру отыскания функций 
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где 
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Решая эти уравнения относительно 
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Следовательно, при 
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 из уравнений (8) следуют следующие два уравнения:
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Уравнения (9) эквиваленты, соответственно, уравнениям
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Замечание: Эквивалентность означает, что левая часть общего интеграла уравнения 
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то соотношение 
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Лемма 2: Если 
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то 
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Доказательство леммы 1:
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является тождеством, которое удовлетворяется для всех 
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где скобки и значок 
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поскольку выражение в квадратных скобках равно нулю при всех значениях 
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Доказательство леммы 2:
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верно для любой точки 
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Полагая, в последнем равенстве 
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что и требовалось доказать.

Уравнение (13) называется характеристическим для уравнения (21), а интегралы уравнения (13) называют характеристиками. 


Перейдем теперь к описанию нахождения преобразования (4). 
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Таким образом, в рассматриваемом случае найдем функции 
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Разделив преобразованное уравнение на 
[image: image343.wmf]12

2

a

 (и заменим переменные 
[image: image344.wmf]y

x

,

переменными 
[image: image345.wmf]h

x

,

 по формулам (1), а именно 
[image: image346.wmf])

,

(

);

,

(

y

x

y

x

j

h

j

x

=

=

), мы и получим искомую каноническую форму дифференциального уравнения.


Заметим, что никакие две характеристики из разных семейств не касаются друг друга, поскольку при 
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 (см. (9) и (11)), образуют криволинейные координатные сетки. В связи с этим рассмотренное упрощение уравнения (21) посредством преобразования независимых переменных (4) иногда называют преобразованием уравнения (21) к характеристикам.


Замечание. Для того чтобы было возможно введение новых переменных 
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если уравнение (21) линейное. 


Рассмотрим, далее, другие случаи.

2) Если уравнение (21) эллиптично в области  
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Опишем процедуру отыскания функций 
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но так как 
[image: image373.wmf]0

<

D

, то новые переменные 
[image: image374.wmf]x

 и 
[image: image375.wmf]h

 при это будут комплексно значными:

[image: image376.wmf])

,

(

)

,

(

),

,

(

)

,

(

y

x

i

y

x

y

x

i

y

x

y

j

h

y

j

x

-

=

+

=


и 
[image: image377.wmf])

,

(

)

,

(

y

x

y

x

h

x

¹

, поскольку дифференциальные уравнения характеристик в рассматриваемом случае, 
[image: image378.wmf]0

<

D

, имеет вид 


[image: image379.wmf],

11

11

12

a

i

a

a

dx

dy

D

-

-

=

          
[image: image380.wmf].

11

11

12

a

i

a

a

dx

dy

D

-

+

=



Переход к вещественным переменным от комплексных 
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Перейдем теперь к рассмотрению последнего случая, когда 
[image: image390.wmf]0

º

D

.

3) Если уравнение (21) параболично в области 
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Процедура описания функций 
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Здесь, как и в случае гиперболического уравнения, мы предполагаем, что 
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Пусть 
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Поэтому
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Тогда
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Выражение для преобразованных коэффициентов задается (5). В качестве второй функции в замене переменных (4) можно взять любую функцию 
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Разделив преобразованное таким образом уравнение на 
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где                                            
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Если исходное уравнение (21) линейное, то и преобразованное уравнение, очевидно, будет минимальным. 

Таким образом, канонические формы линейных уравнений имеют следующий вид: 
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Линейное уравнение с постоянными коэффициентами после преобразования к соответствующей канонической форме (2) допускает дальнейшие упрощения. 

2.4. Упрощение линейных канонических уравнений с постоянными коэффициентами

Для линейного исходного уравнения (21) с постоянными коэффициентами и в уравнениях (23) коэффициенты 
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Дальнейшее упрощение уравнений (23) осуществляется заменой неизвестной функции 
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Здесь 
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Подставляя вычисленные производные функции 
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Если положить 
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Аналогичным образом уравнение эллиптического типа приводится к виду
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 EMBED Equation.3  [image: image455.wmf].
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В уравнении параболического типа выбором 
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 нельзя обратить в нуль коэффициенты и при 
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Полагая 
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Поскольку всегда можно воспользоваться описанными возможностями упрощения уравнения (21) достаточно рассмотреть лишь методы решения задач, сформулированных для канонических уравнений.

В случае линейных уравнений с постоянными коэффициентами – это уравнения вида (25), (26), (27).

2.5. Примеры
Пример 1.  Найти области гиперболичности, эллиптичности и параболичности  уравнения
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и привести его к каноническому виду в области гиперболичности.

Решение:


а) Здесь 
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Следовательно: 

в области 
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 - уравнение гиперболично;
в области 
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 - уравнение эллиптично;
в области 
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 - уравнение параболично;

б) Рассмотрим область гиперболичности. Дифференциальные уравнения характеристик имеют вид
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То есть
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Тогда
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Отсюда
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Характеристиками здесь являются ветви параболы
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Пример 2.    Привести уравнение (то же)
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к каноническому виду в области эллиптичности:

Решение:


Область эллиптичности 
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Получим (аналогично предыдущему случаю):
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Тогда (как и в предыдущем случае)  получим:
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Если произвести замену переменных
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Подставив эти производные  в полученное выше уравнение для переменных 
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 получаем: 
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То есть канонический вид уравнения
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Пример 3.    Привести к каноническому виду уравнение:
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Решение:

Здесь 
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, отсюда х и y одного знака. Дискриминант: 
[image: image517.wmf]xy

xy

a

a

a

-

=

-

=

D

22

11

2

12
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Возвращаемся к исходному уравнению и в функции 
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Лекция 3. Простейшие уравнения математической физики


Приведем вывод уравнений обычно включаемых в число основных.

3.1. Малые поперечные колебания струны

	Струной называется тонкая упругая нить, не оказывающая сопротивления изгибу. 


Предположим, что точки предварительно растянутой струны совершают колебания в плоскости  хou. Пусть функция  u(x, t) описывает отклонение ее точки от оси  ох. (Рисунок 1). Необходимо составить уравнение относительно этой функции. 
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Рисунок 1. Малые поперечные колебания струны

Процедура составления уравнения состоит в следующем.

Рассматривается малый участок струны [x, x+Δx], (см. Рисунок 1), описываются действующие на него силы и оставляется уравнение его движения в направлении оси ou, как твердого тела. Далее, в полученном соотношении осуществляется предельный переход при Δ x→ 0.

На выделенный участок действуют следующие силы:

- силы натяжения 
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, которые описывают действие отброшенных частей струны на рассматриваемый участок;

- внешние силы, суммарная проекция которых в направлении оси описывается линейной плоскостью 
[image: image541.wmf]).
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Силы натяжения обусловливаются растяжением струны. Принято считать, что они направлены по касательным к профилю струны в «противоположные» стороны. Далее, если принять, что 
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 представляет собой действие в точке x со стороны участка [x, l], то становится понятным и заданные на Рисунке 1 знаки.

Подчеркнем, что в данном случае, рассматриваются малые колебания струны. В математическом плане под этим понимают возможность пренебрежения величинами порядка 
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Обозначим через 
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Таким образом
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В силу произвольности значения х следует, что
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2. сила натяжения 
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Таким образом, в процессе колебаний длина струны остается постоянной, точнее, практически постоянной, следовательно, и 
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Тогда необходимые для составления уравнения движения участка проекции сил натяжения на ось ou равны
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а проекции внешних сил, - 
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Обозначив теперь через 
[image: image560.wmf])

(

x

r

 линейную плотность материала струны, согласно второго закона Ньютона имеем
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Разделим теперь эти части соотношения на 
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Если струна однородная, т.е. 
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, то очевидно, коэффициент 
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также является константой.

Уравнение (1) является искомым, оно и описывает колебания точек струны при сделанных предложениях. Нередко оно называется одномерным волновым уравнением. 
3.2. Продольные колебания стержня
Рассмотрим упругий стержень (Рисунок 2) длины  l  с поперечным сечением S(x) и модулем Юнга 
[image: image570.wmf]).
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 Предположим, что точки одного сечения совершают одинаковые движения и обозначим через 
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 отклонение в продольном направлении в момент времени 
[image: image572.wmf]t

, сечение, которое в ненапряженном состоянии имеют абсциссу 
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Рисунок 2. Продольные колебания стержня

Составим уравнение относительно функции 
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 предполагая наличие внешней силы с заданной линейной плотностью 
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Как и выше (см. п. 1) процедура получения уравнения остается прежней. А именно, рассматривается достаточно малый участок [x, x+Δx] стержня, описываются действующие на него силы и составляется уравнение его движения как твердого тела. Далее, через предельные переходы при 
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 приходят к требуемому уравнению.

Предположим, что 
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 достаточно мало. В этом случае выделенный участок полностью расположен в зоне деформации одного типа (или растяжения, как на рисунке 1, или сжатия). Поэтому действующие на участок силы, обусловленные напряжениями внутри стержня, направлены в противоположные стороны. Далее, допустим, что напряжения, возникающие в стержне в процессе деформации, подчиняются закону Гука. В этом случае силы со стороны удаленных частей стержня описываются выражениями
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Тогда, в соответствии со вторым законом Ньютона имеем
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где, 
[image: image582.wmf])

(

x

r

, - линейная плотность стержня. После деления на 
[image: image583.wmf]x

D

 и предельного перехода при 
[image: image584.wmf]0

®

x

D

, получим уравнение.


[image: image585.wmf]),

,

(

))

,

(

)

(

)

(

(

)

(

t

x

f

t

x

u

x

S

x

E

x

u

x

x

tt

+

¶

¶

=

r


которое и является искомым. Если предположить, что 
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(см. п. 1).
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Таким образом, как поперечные колебания однородной струны, так и продольные колебания однородного стержня описываются внешне одинаковыми уравнениями. 

3.3. Малые поперечные колебания мембраны

	В данном контексте мембраной называется тонкая упругая пленка, не оказывающая сопротивления изгибу.


Задача формулируется следующим образом. Предварительно натянутая мембрана тем или иным образом, закреплена вдоль некоторого контура G, расположенного в плоскости xoy. Необходимо составить уравнение, описывающее малые колебания ее точек этой плоскости  (Рисунок 3).
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Рисунок 3. Колебания мембраны
Обозначим через 
[image: image590.wmf])

,

,

(

t

y

x

u

 отклонение от плоскости xoy точки мембраны, проекция которой на плоскость xoy есть точка 
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Рассечем мембрану плоскостями параллельными координатным плоскостям xou, you и выделим малый участок (см. Рисунок 3).

Предположим, что его проекцией на плоскость xoy является прямоугольник 
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 Составим уравнение движения этого участка как твердого тела.

В силу отсутствия «изгибных» сопротивлений предполагается, что силы натяжения действуют в плоскостях касательных к профилю мембраны перпендикулярно границе выделенного участка. Можно показать, что малость рассматриваемых перемещений и их отсутствие в плоскости параллельной плоскости xoy влечет постоянство величины сил натяжения. Обозначим через 
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 линейную плотность этих сил. Тогда распределение сил натяжения показано на Рисунке 3, где
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Проекции же этих сил на направления ou соответственно равны
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Пусть, далее, задана плотность внешних сил 
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Применяя теперь второй закон Ньютона, имеем
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Деля теперь, обе части последнего соотношения на 
[image: image605.wmf]y

x

D

D

×

 и переходя к пределу при 
[image: image606.wmf]0

,

®

y

x

D

D

 получаем


[image: image607.wmf])

,

,

(

)

(

)

,

(

0

t

y

x

f

u

u

T

u

y

x

yy

xx

tt

+

+

=

r


или


[image: image608.wmf]),

,

,

(

2

t

y

x

F

u

a

u

tt

+

×

=

D






(2)
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 - двумерный оператор Лапласа.

Для однородной мембраны 
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 является постоянной.

Уравнение (2)описывают колебания мембраны, при указанных предположениях, имеет гиперболический тип и называется двумерным волновым уравнением. 

3.4. Уравнение теплопроводности (диффузии)

Уравнение теплопроводности описывает распространение тепла в среде.

Рассмотрим трехмерный случай. Пусть поверхность S ограничивает некоторый объем V (твердое тело, газ, жидкость). Обозначим через  
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 EMBED Equation.3  [image: image618.wmf]2

1

,

,

,

,

Q

S

ь

поверхност

через

прошедшее

тепла

количество

Q

тела

ы

температур

изменение

на

ушедшее

тепла

количество

Q

t

время

за

V

объеме

в

выделенное

тепла

количество

+

=

D


т.е. [image: image619.wmf]2

1

Q

Q

Q

+

=

.

Опишем каждую из этих составляющих.
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3. Для описания потока тепла через поверхность используем закон Фурье. Согласно ему количество тепла, проходящее через единицу площади в направлении нормали участка [image: image625.wmf]_
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Учтем, далее известное соотношение
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 и для приведения поверхностного интеграла к объемному воспользуемся теоремой Острорадского – Гаусса:
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В результате этого получим
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Подставим теперь полученные в 1-3 соотношения в уравнение теплового баланса. 

Имеем
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Перенесем все выражения в одну часть, разделим на 
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Заметим, что данное соотношение справедливо для произвольного объема V, поэтому подинтегральная функция должна быть равна нулю. Отсюда
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Это уравнение есть искомое, оно называется уравнением теплопроводности.

Отметим, что оно параболического типа.

В частном случае, когда 
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Замечание 1. Аналогичным образом, выводится и уравнение, описывающее концентрацию вещества, оно называется уравнением диффузии. 

В этом случае 
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 представляет концентрацию диффундирующего вещества, а вместо закона Фурье используется закон Нернста
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где D – коэффициент диффузии. 
Замечание 2. Задача о стационарном распределении температуры или концентрации вещества предполагает что 
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Или, в простейшем случае, если 
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3.5. Уравнения гидродинамики и акустики

Эти уравнения описывают динамические процессы в жидкости или газе. Их условно делят на три группы: уравнение движения, уравнение неразрывности и уравнение состояния. Каждая группа отражает определенные физические требования или представления. Рассмотрим произвольный малый объем V среды и опишем порядок получения этих уравнений. 

Уравнения движения.  Описывают движение объема V как твердого тела.

Обозначим через 
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, - ее объемную плотность. Будем считать жидкость идеальной. Это означает, что силы, действующие на выделенный объем V, со стороны остальной части среды, обусловлены лишь силой давления и направлены в сторону, противоположную внешней нормали к его поверхности. Т.е. плотность этих сил равна 
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Далее, пусть внешние силы, описываются объемной плотностью 
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Тогда согласно, второго закона Ньютона имеем следующие соотношения 
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Преобразуем первое слагаемое правой части.

По формуле Остроградского – Гаусса имеем
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Подставляя теперь полученный результат в уравнение, и приравнивая, в силу произвольности объема, под интегральные выражения имеем
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или после деления на 
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В частном случае, когда движение происходит в поле силы тяжести имеем
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Уравнение неразрывности. Описывает баланс количества вещества в объеме V. Предположим, что в объеме V отсутствуют стоки, т.е. внутренние источники выделения или поглощения жидкости. Тогда изменение массы объема V за время 
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 равно массе потока жидкости через поверхность S, т.е. 
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откуда, по теореме Остроградского – Гаусса имеем 


[image: image666.wmf]òòò

òòò

-

=

V

V

t

dv

v

div

dv

t

M

D

r

r

D

)

)

(

(

)

,

(

.

Деля на 
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, переходя к пределу при 
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→ 0 и приравнивая под интегральные функции, имеем
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Это уравнение называется уравнением неразрывности.

Уравнение состояния. Группы (4), (5) представляют собой систему четырех уравнений относительно пяти неизвестных 
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Однако между термодинамическими величинами сплошной среды существуют связи называемые уравнениями состояния. Так, например, если считать температуру среды постоянной, то давление р есть функция 
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Тогда система (4), (5), (6) становится уже замкнутой системой уравнений. Она и представляет собой совокупность уравнений, называемую уравнениями гидродинамики и акустики.
Лекция 4. Корректность задач математической физики 

Классификация, постановка краевых задач
4.1. Понятие корректности
Требование корректности обуславливает собой стремление обеспечить адекватность математических моделей реальным физическим процессам. Согласно Ж. Адамару, задача считается поставленной корректно, если 

1. её решение существует,

2. это решение единственно,

3. оно устойчиво относительно исходных данных.

Последнее требование предполагает малые изменения в решении при малых изменениях параметров модели и условий моделирования. Приводимый ниже пример Адамара иллюстрирует, что это не всегда так.

Предположим, что необходимо найти решение уравнения
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удовлетворяющее условиям
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 EMBED Equation.3  [image: image676.wmf]kx
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Непосредственной проверкой можно убедиться, что решением задачи (1), (2) является функция
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Заметим, что в случае 
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 решением задачи (1), (2) является тривиальное решение 
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[image: image680.wmf]k

 величину 
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 также можно сделать сколь угодно малой и близкой к нулю. Однако решение (3), соответствующее этому значению 
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, таким свойством не обладает и может уже сколь угодно сильно отличаться от тривиального решения.

Действительно, для любого значения 
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. Таким образом, малые изменения второго из условий (2) влекут значительные изменения в решении.

Оказывается, что для обеспечения корректности математической задачи нередко оказывается достаточным предусмотреть некоторые специфические условия, называемые начальными и граничными. Начальные условия описывают состояния изучаемой среды в некоторый момент времени, условно принимаемый в качестве начального, граничные условия описывают физические процессы, происходящие на границах этой среды.

4.2. Классификация краевых задач
Совокупность уравнения, описывающего процесс, начальных и граничных условий, называется краевой задачей. Число начальных условий, обычно, определяется порядком старшей, входящей в уравнение, производной по времени 
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. Так, для уравнения гиперболического типа необходимо два начальных условия
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где 
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 - изучаемая область. Эти условия могут описывать, например, положения и скорости точек среды в момент времени 
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[image: image692.wmf])

(

)

0

,

(

x

x

u

j

=


характеризующего, например, начальное распределение температур. В задачах эллиптического типа, описывающих стационарные (установившиеся) процессы, начальные условия отсутствуют вообще.

Граничные условия условно делят на три типа:
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Так, например, в случае задачи теплопроводности граничные условия первого типа описывают поле температур на границе области, второго типа, - проходящий через неё тепловой поток, третьего типа, - процесс теплообмена с окружающей средой.

В зависимости от типа используемых граничных условий и краевые задачи, соответственно, называются задачами 1-го, 2-го или 3-го типов.

Замечание 1. Если правые части в граничных условиях равны нулю, т.е. 
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, то они называются однородными.

Замечание 2. В стационарных задачах, описываемых уравнениями эллиптического типа, граничные условия, естественно, также не зависят от времени 
[image: image702.wmf]t

.

Замечание 3. В тех случаях, когда размеры области достаточно велики или влияние граничных условий на изучаемые явления невелико, соответствующие математические задачи рассматривают в неограниченных по размерам среды. В этом случае учитывают лишь начальные условия и такая задача называется задачей Коши.

4.3. Примеры постановки краевых задач
Напомним, что в традиционном смысле краевая задача считается поставленной, т.е. сформулированной корректно, если указано дифференциальное уравнение для искомой функции, установлены начальные и граничные условия. Рассмотрим этот процесс формирования краевых задач на конкретных примерах.

Задача 1. Верхний конец упругого однородного вертикально подвешенного тяжелого стержня длины 
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 жестко прикреплен к потолку свободно падающего лифта, который, достигнув скорости 
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, мгновенно останавливается. Поставить краевую задачу о продольных колебаниях этого стержня.

Решение. Пусть лифт останавливается в момент 
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. Стержень в этот момент имеет ненапряжённое и недеформированное состояние. Выберем ось 
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 как показано на рисунке 1 и обозначим через 
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 продольные смещения точек сечения стержня, перпендикулярного оси 
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, относительно этого положения. 
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Рисунок 1. Иллюстрация к задаче 1

К числу внешних, действующих на стержень сил, следует отнести силу тяжести. Её линейная плотность равна 
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 - линейная плотность материала стержня. Тогда уравнения малых продольных колебаний стержня описывается уравнением (см. Лекция 3)
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 - модуль Юнга, 
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 EMBED Equation.3  [image: image715.wmf])
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 - площадь поперечного сечения стержня. Если предположить однородность стержня и постоянное сечение, то 
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где
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Начальные условия. В начальный момент времени 
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 смещения сечения стержня отсутствуют, поэтому
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С другой стороны, в этот момент времени все его точки имеют скорость равную скорости в предшествующий момент, т.е. 
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Граничные условия. Верхнее сечение стержня закреплено, следовательно, его смещение отсутствует. Отсюда
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Нижний его конец свободен. Это означает, что сила натяжения в точке 
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 равна нулю. Но она, согласно закона Гука, пропорциональна первой производной 
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Таким образом, краевая задача описывается уравнением (4), начальными (5), (6) и граничными (7), (8) условиями.

Задача 2. На боковой поверхности тонкого стержня происходит теплообмен по закону Ньютона со средой, температура которой равна 
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Решение. Начнем с формирования уравнения описывающего процесс. 

Предположим, для определённости, что имеется прямолинейный стержень длины 
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. Ось 
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 направлена вдоль его осевой линии, как показано на рисунке 2.
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Рисунок 2. Иллюстрация к задаче 2

Стержень тонкий. Это позволяет предполагать, что температуры во всех точках, расположенных в сечении стержня перпендикулярного его оси одинаковы. Обозначим её через 
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. Тогда уравнение теплопроводности в одномерном виде примет вид (см. Лекция 3)
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 - удельная теплоёмкость материала стержня, 
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 - площадь поперечного сечения, 
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 - коэффициент теплопроводности, 
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 - линейная плотность внутренних источников выделения (поглощения) тепла. Тепло, проходящее через боковую поверхность стержня, в силу сделанного предположения об одинаковой температуре в точках одного сечения, логично включить в число таких источников. Согласно закона Ньютона, тепловой поток 
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 (количество тепла через единицу площади за единицу времени) в направлении внешней нормали описывается соотношением 
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Оно и описывает плотность 
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. Таким образом, уравнение принимает вид
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Сформулируем начальные условия. Согласно условия задачи они произвольны. Поэтому
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Опишем граничные условия.

Предположим, что левый конец стержня поддерживается при заданной температуре 
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На правый конец подается тепловой поток 
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В итоге, соотношения (9) – (12) и описывают данную краевую задачу.

Задача 3. Поставить краевую задачу о малых поперечных колебаниях струны в среде с сопротивлением, пропорциональным скорости. Концы струны закреплены жестко.

Решение. Уравнение малых поперечных колебаний струны имеет вид (см. Лекция 3)
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 - величина поперечного смещения точек струны, 
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 - линейная плотность внешних сил. К числу таких, в данном случае, необходимо отнести силу сопротивления. Т.к. она пропорциональна скорости, то
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 - коэффициент пропорциональности. Таким образом имеем
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Указания относительно начальных условий в задаче отсутствуют. Поэтому, считая их произвольными, имеем
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Далее, концы струны закреплены жестко. Поэтому их смещение отсутствует и граничные условия принимают вид
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Таким образом, совокупность соотношений (13), (14), (15) и представляет собой краевую задачу.

Задача 4. Поставить краевую задачу о поперечных колебаниях струны с закрепленными концами, нагруженной в точке 
[image: image759.wmf]0

x

 сосредоточенной массой 
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Решение. Один из вариантов постановки основан на δ-функции Дирака. Изложим минимально необходимые сведения о ней.

Рассмотрим последовательность 
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 представляет собой кусочно-линейную функцию и имеет следующий вид
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причём на любых отрезках 
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 эта сходимость равномерная. Оказывается, что свойства функции 
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определяются свойствами генерирующей её последовательности 
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для любой непрерывной функции 
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на произвольном отрезке [A;B], содержащем точку 
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Функции, определяемые подобным образом, называются обобщёнными, а функция 
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В данной задаче плотность 
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 - линейная плотность непосредственно струны, и краевая задача принимает вид
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Напомним, что при малых поперечных колебаниях струны сила натяжения 
[image: image783.wmf]0
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 постоянна.
Лекция 5. Задача Коши для одномерного волнового уравнения, решение Даламбера 

5.1. Постановка задачи
Формулируется так.

Необходимо найти решение уравнения 
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удовлетворяющего начальным условиям
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Такая задача называется задачей Коши. Заметим, что в данном случае граничные условия отсутствуют. Задача может описывать, в частности, поперечные колебания бесконечной струны или продольные колебания бесконечного стержня. Она является идеализацией той ситуации, когда изучаемый объект действительно имеет значительные размеры и рассматриваются процессы в тех его точках, которые удалены от его границ. В этих случаях возможное влияние граничных условий невелико и им допустимо пренебречь.

5.2. Решение задачи
Известным образом (см. Лекция 2) уравнение (1) приводится к каноническому виду и определяется его общее решение. Далее, производится переход к первоначальным переменным и с использованием начальных условий устанавливается окончательный вид функций, вошедших в общее решение.

Рассмотрим эти этапы последовательно.

Приведение уравнения к каноническому виду. Составляем уравнение характеристик
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Интегрируя теперь последние соотношения имеем


[image: image790.wmf]C

at

x

=

m

.

Положим


[image: image791.wmf]at

x

-

=

x

 , 
[image: image792.wmf]at

x

+

=

h

.

и выразим 
[image: image793.wmf]tt

u

, 
[image: image794.wmf]xx

u

 через новые переменные 
[image: image795.wmf]x

, 
[image: image796.wmf]h

. Имеем


[image: image797.wmf]h

x

u

u

u

x

+

=

,   
[image: image798.wmf]hh

xh

xx

hh

hx

xh

xx

u

u

u

u

u

u

u

u

xx

+

+

=

+

+

+

=

2

,


[image: image799.wmf]h

x

au

au

u

t

+

-

=

  
[image: image800.wmf]hh

xh

xx

hh

hx

xh

xx

u

a

u

a

u

a

au

au

a

au

au

a

u

tt

2

2

2

2

)

(

)

(

+

-

=

+

-

+

+

-

-

=

.

Подставляя эти соотношения в уравнение (1), получаем
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Общее решение. Рассматриваем (3). Проведя последовательное интегрирование, имеем
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, - произвольная функция. Далее, интегрируя последнее соотношение, имеем
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где 
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Решение Даламбера. Воспользуемся начальными условиями (2) и подберем вид функции F и G.
Имеем
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Таким образом, для определения функции F и G имеем систему уравнений
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Заметим, что в силу вида функций F и G  справедливы соотношения
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Поэтому последней системе уравнений можно придать вид
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Дифференцируя теперь первое из уравнений имеем
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где последние два уравнения представляют линейную систему относительно 
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а после интегрирования на промежутке 
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Подставляя теперь функции F, G с соответствующими аргументами в соотношение (5) и, учитывая, что в силу первого из уравнений (6),
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(7)

Выражение (7) и представляет собой решение Даламбера задачи Коши (1), (2). Оно может быть приспособлено и для решения краевых задач, в частности, анализа колебаний струны конечной длины.

Рассмотрим в заключение пример, иллюстрирующий использование формулы (7).

Задание. Найти отклонения бесконечной однородной струны при следующих начальных условиях:

1. Известен профиль струны 
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2. Начальные скорости отсутствуют.

Решение. В данном случае задача Коши имеет вид
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Заметим, что выше, при выводе формулы Даламбера, предполагалось существование 
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Лекция 6. Метод Фурье (применительно к решению одномерных краевых задач) 

6.1. Теоретические положения
Метод Фурье (или метод разделения переменных) является одним из основных аналитических методов решения линейных краевых задач гиперболического и параболического типов. В теоретическом плане он обоснован для следующих задач:


[image: image836.wmf]0

 

,

 

M

 

,

)

grad

(

>

Î

-

=

ê

ë

é

t

D

qu

u

κ

div

u

u

t

tt

r

r

 ,

(1)

где


[image: image837.wmf]ê

ë

é

=

=

)

(

)

0

,

(

)

(

)

0

,

(

M

M

u

M

M

u

t

y

j

 , 
[image: image838.wmf]D

M

Î

 ,


(2)


[image: image839.wmf]ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

>

Î

=

¶

¶

+

>

Î

=

¶

¶

>

Î

=

   

0

  

,

 

,

 

0

)

,

(

0

 

,

  

,

 

0

0

 

,

 

,

 

0

)

,

(

t

S

M

n

u

t

M

u

t

S

M

n

u

t

S

M

t

M

u

g

.

(3)

Здесь D – вообще говоря, n-мерная открытая область, ограниченная кусочно-гладкой поверхностью S, коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют условиям
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, а набор начальных (2) и вид граничных (3) условий выбираются, соответственно, в зависимости от типа краевой задачи. Согласно метода Фурье решение задачи (1)-(3), первоначально, ищется в виде
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где Ф(М), T(t), - непрерывно дифференцируемые, достаточное число раз, функции своих переменных. Подставив (4) в (1), получаем
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или, после деления обеих частей на 
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Левая часть последнего соотношения зависит только от 
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Если выражение (4) подставить в граничные условия (3), получим
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(7)

Уравнение (6) совместно с условием (7), точнее, с одним из них, называется задачей Штурма-Лиувилля, её нетривиальные решения, - собственными функциями, а соответствующие им значения λ, - собственными значениями краевой задачи (1)-(3).

Фундаментальное значение для обоснования метода имеют следующие утверждения. 
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Из (5), в этом случае, имеем


[image: image855.wmf]ê

ê

ë

é

=

+

=

-

t

n

n

n

n

n

n

n

n

e

A

T

t

B

t

A

T

l

l

l

sin

cos


Тогда каждая из функций
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удовлетворяет как уравнению (1), так и граничным условиям (3). Теперь уже, чтобы удовлетворить и начальным условиям (2) решение задачи ищется в виде
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 EMBED Equation.3  [image: image859.wmf]å
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Положив теперь 
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Из этих соотношений и определяются наборы коэффициентов 
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 с использованием ортогональности функции 
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Замечание. Заметим, что задача (1)-(3) является однородной. Если же в исходной задаче уравнение неоднородно, то эта неоднородность раскладывается в ряд Фурье по собственным функциям соответствующей однородной задачи. В результате этого появляются отличия в виде уравнений для нахождения функций 
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. Если же неоднородны граничные условия, то решение задачи ищется в виде суммы двух функций, одну из которых стараются подобрать так, чтобы выполнялись граничные условия. Тогда для определения второй функции получается, вообще говоря, неоднородное уравнение, но уже однородные граничные условия. Более подробно эти вопросы рассмотрим на одномерных задачах.

6.2. Краевые задачи гиперболического типа
Применим изложенные выше принципы для решения одномерных краевых задач. Рассмотрим, для определённости, граничные условия первого типа. Итак, предположим, что необходимо найти решение уравнения
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удовлетворяющее начальным
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и граничным
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условиям.

Рассмотрим последовательно возможные случаи.

Случай 1. 
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В этом случае задача (8)-(10) принимает вид
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Следуя общей схеме, решение ищем в виде
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Подставляя (11) в (81), имеем
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Обозначим эти отношения через 
[image: image883.wmf]l

-

, имеем


[image: image884.wmf]l

-

=

¢

¢

T

a

T

2

 





(12)


[image: image885.wmf]l

-

=

¢

¢

X

X

 .





(13)
Подставив теперь (11) в (101) получим 
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Задача (13), (14) и представляет собой задачу Штурма-Лиувилля. Проведём её анализ.
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Используем условия (14). Имеем
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представляет собой набор собственных значений данной краевой задачи. Тогда, с точностью до постоянного множителя, набор
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представляет собой систему собственных функций.

Вернёмся к уравнению (12). Имеем
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Таким образом, каждая из функций
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 имеют вид (16), (17), соответственно, удовлетворяет уравнению (81) и граничным условиям (101). Для выполнения начальных условий (91) решение задачи (81)-(101) ищем уже в виде ряда
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Искомая функция 
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Тогда, из начальных условий (91), проводя почленное дифференцирование (18), имеем
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Умножая теперь каждое из соотношений (20) на 
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Таким образом, имеем следующий результат: решение задачи (81)-(101) описывается соотношением (18), где 
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Замечание. При изменении граничных условий (91) и рассмотрении краевых задач 2-го или 3-го типа вид собственных функций 
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В этом случае задача (8)-(10) имеет вид
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Её решение, также как и в случае 1, строится в виде разложения в ряд по собственным функциям задачи (81)-(101). Т.е.
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где
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Предполагается, естественно, что этот ряд сходится равномерно на отрезке 
[image: image928.wmf]]

,

0

[

l

, кроме этого он удовлетворяет, очевидно, граничным условиям (102).
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где
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Подставим теперь разложения (22), (23) в уравнения (82). Имеем
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Учтём, что 
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или, в силу ортогональности функции 
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Решим теперь систему уравнений (24) и подставим полученные выражения в (22). В результате этого в него войдут наборы коэффициентов 
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Случай 3. 
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Это наиболее общий случай, задача имеет вид (8)-(10). Её решение ищется в виде
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Подставим теперь (25) в (8)-(9) для нахождения функции 
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порядок решения которой рассмотрен в Случае 2.

6.3. Краевые задачи параболического типа
Здесь также рассмотрим первую краевую задачу. В наиболее общей постановке она имеет вид
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где (27), ‑ начальные, (28), ‑ граничные условия.

В концептуальном плане методология решения задачи (26)-(28) идентична решению задачи (8)-(9). К числу немногих отличий можно отнести первый порядок уравнений для определения функций 
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6.4. Примеры
Для иллюстрации изложенного материала рассмотрим типовые задачи.

Задание 1. Решить задачу Штурма-Лиувилля
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Решение. Данная задача является частным случаем задачи (6), (7).

С целью сведения промежутка интегрирования к стандартному виду 
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и задача принимает вид
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Рассмотрим последовательно три случая: 
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Случай 1. 
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В этом случае общее решение уравнения имеет вид
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Используем граничные условия. Имеем
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Или, после сокращения на 
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Определитель данной системы
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при 
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Таким образом, в случае 
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Случай 2. 
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В этом случае уравнение имеет вид
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И его общее решение, ‑
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Используем граничные условия. Имеем
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Таким образом, в случае 
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Случай 3. 
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Общее решение уравнения имеет вид 
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Используя граничные условия, имеем
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Из первого уравнения 
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Заметим, что результативными оказались случаи 2, 3. Тем самым, для данной задачи, обоснована теорема 1 (п.1).
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Задание 2. Решить смешанную задачу для волнового уравнения на отрезке
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Решение.

Положим 
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Рассмотрим
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Используем граничные условия
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Заметим, что 
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и решение задачи имеет вид
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Используем начальные условия. Имеем
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Отсюда
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Интегрируя по частям, имеем
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Таким образом, окончательно решение задачи имеет вид
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Лекция 7. Метод Фурье: продолжение (применительно к решению простейших многомерных задач)
Продемонстрируем применение метода на примере отдельных типовых задач.

7.1. Гиперболическая задача (в прямоугольной области)
Задание. Решить первую смешанную задачу для волнового уравнения в прямоугольнике:
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Решение. Здесь 
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Согласно общей схемы (см. Лекция 6) решение задачи (1) – (3) ищем в виде
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Отсюда
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Рассмотрим вначале второе из уравнений (4). Положим
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Тогда, подставив это выражение, и, разделив переменные, получим
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Обозначим, теперь, слагаемые левой части через 
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Из граничных условий (3) следует, что 
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Из опыта решения одномерных задач (см. лекция 5) известно, что 
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задачу (6), (9), ‑ 
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Таким образом, система собственных функций исходной краевой задачи имеет вид
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система собственных значений, ‑ 
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Вернёмся к нахождению функций 
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Таким образом, существуют двупараметрическое семейство функций 
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Используем начальные условия (2). При 
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Из (15) следует, что 
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откуда, после раздельного вычисления каждого из интегралов по частям,
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Таким образом, окончательно
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7.2. Параболическая задача (в круговой области)
Задание. Найти решение первой смешанной задачи для уравнения теплопроводности
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Решение. Если учесть однородность уравнения, а также зависимость начальных и граничных условий только от расстояния 
[image: image1095.wmf]r

 точки от начала координат и конфигурацию области, можно прийти к заключении о наличии в решении задачи  осевой симметрии. Таким образом, процесс в физически двумерной области математически описывается одномерным уравнением. Т.е.
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Представим оператор Лапласа 
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В результате уравнение (16) принимает вид
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Решение задачи (161), (17), (18) ищем в виде


[image: image1114.wmf])

(

)

(

)

,

(

t

T

r

R

t

r

u

×

=

. 




(19)

Подставляя (19) в (161) и разделяя переменные, получим
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Определимся с граничными условиями для функции 
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Учтём, далее, что уравнение (21), ‑ второго порядка. Поэтому, в качестве второго дополнительного условия потребуем ограниченность функции 
[image: image1121.wmf]R

 в окрестности точки 
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Заметим, что данное требование вполне соответствует физическим представлениям (ведь рассматриваемая задача вполне может описывать процессы теплообмена или диффузии), с другой стороны, ‑ оно оказывается и математически достаточным для однозначного определения набора собственных функций краевой задачи.

Рассмотрим уравнение (21). Умножив его обе части на 
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которое является частным случаем уравнения Бесселя. Для дальнейшего необходимо ознакомление с некоторыми свойствами этого уравнения. Они изложены ниже в замечании.

	Замечание. (О теории решения уравнения Бесселя). Дифференциальное уравнение второго порядка
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где 
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 ‑ постоянная, называемая уравнением Бесселя. Если в уравнении (24) сделать замену 
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и называется гамма-функцией. Свойства функции 
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В силу этих свойств функция Бесселя при 
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Так как степень параметра 
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т.е. функции 
[image: image1150.wmf])

(

z

I

n

 и 
[image: image1151.wmf])

(

z

I

n

-

 линейно зависимы. Поэтому для описания общего решения уравнения Бесселя, в этом случае, используют функцию Неймана
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которая для целых значений 
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Функция Неймана также является решением уравнения Бесселя и линейно независима с 
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Однако функция 
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Далее, функции Бесселя обладают своеобразными свойствами ортогональности. А именно, пусть 
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Тогда для 
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т.е. функции Бесселя ортогональны с весом 
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 функции Бесселя. В частности, показано, что


[image: image1169.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

¢

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

)

(

1

)

(

2

2

2

2

2

2

2

a

a

n

a

a

n

n

n

I

I

l

z

l

I

.

Отсюда, в частности, для первого из уравнений (27) имеем
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Для второго, ‑ 
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Нули цилиндрических функций.

При 
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 цилиндрических функций изолированы, вещественны, их бесконечно много и положительные из них можно пронумеровать в порядке возрастания натуральными числами, т.е.
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Таким образом, набор функций 
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Вернёмся к уравнению (24).

В данном случае значение 
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Однако, в силу неограниченности функции Неймана и требования (23), имеем
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Далее, из граничного условия (22) следует, что
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Пусть 
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 ‑ положительные корни уравнения 
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представляет собой систему собственных значений, а набор функций
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‑ систему собственных функций исходной краевой задачи.

Перейдем теперь к уравнению (20). Имеем
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Тогда, в соответствии с общей схемой метода Фурье, решение краевой задачи (16), (17), (18) ищем в виде ряда
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Для определения коэффициентов 
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 воспользуемся начальным условием. Имеем
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Умножим теперь обе части последнего соотношения на 
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Используя соотношение (29), получим
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Попытаемся теперь вычислить или, по крайней мере, упростить интеграл, расположенный в правой части соотношения (30), приведя его к конечному виду.

Прежде всего учтём, что из уравнения (25) при 
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Или, после сокращения на 
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Тогда после выполнения замены в рассматриваемом интеграле 
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Таким образом, из (30) с учётом (31), (33) имеем
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Если же теперь дополнительно использовать свойство
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при 
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Таким образом, решение данной краевой задачи имеет вид
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где 
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 ‑ корни уравнения 
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7.3. Эллиптическая задача (в круговой области)

Задание. Решить задачу Дирихле для уравнения Лапласа в круге
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Решение. Из постановки задачи вытекает целесообразность использования полярных координат. Поэтому, для начала, представим уравнение Лапласа в полярных координатах. Имеем
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Тогда, непосредственно дифференцируя первое соотношение и второе, ‑ как неявно заданную функцию, получим
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Далее, находим вторые производные:
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или, подставляя полученные выше выражения
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Действуя совершенно аналогичным образом, получим
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Тогда, согласно (35), (36) решаемое уравнение принимает вид
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Решение задачи (34), (37) ищем в виде
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Подставив (38) в (37), после разделения переменных получим
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Здесь, очевидно, 
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Сворачивая выражения в каждом из соотношений в произведение, имеем
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Отсюда
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где 
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Вернёмся к первому из уравнений (39). Имеем
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Данное уравнение является уравнением Эйлера. Возможны следующие варианты его решения:

1. замена 
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Воспользуемся вторым вариантом. Из (41) имеем
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Далее, из граничного условия (34) имеем
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Заметим, что при 
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Отсюда, после интегрирования по частям,
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Таким образом, окончательно решение задачи имеет вид
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Лекция 8. Метод функций Грина

Этот метод, наряду с методом Фурье, относится к числу основных методов решения линейных задач математической физики. Его идея заключается в следующем. Предварительно рассматривается некоторая специальная задача, характерная для целого класса, и ищется её решение, называемое функцией Грина. Далее, решение исходной задачи выражается через функцию Грина с помощью квадратур.

Рассмотрим метод на примере простейших задач параболического типа.

8.1. Краевая задача
Пусть имеется однородная задача
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Рассмотрим дополнительную задачу
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где 
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и обладает свойством
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Предположим, что решение задачи (2) известно, обозначим его через 
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Попробуем обосновать этот факт, допуская возможность дифференцирования под знаком интеграла. Действительно, подставив (4) в (1), имеем
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Равенство, очевидно, верное, т.к. 
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 является решением уравнения (2). Следовательно, и функция (4) удовлетворяет уравнению (1). Также, очевидным образом, выполняется начальное
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и граничные
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условия.

Нахождение функции Грина в данном случае может быть выполнено с помощью метода Фурье. Так, формально применяя его схему к решению задачи (2), имеем:

1. Задача Штурма-Лиувилля
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Если 
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Для нахождения ненулевых решений приравниваем к нулю определитель системы, в результате чего получим
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Таким образом


[image: image1311.wmf]n

n

C

h

C

2

1

l

-

=


и собственные функции


[image: image1312.wmf]x

x

h

x

X

n

n

n

n

l

l

l

sin

cos

)

(

+

-

=

, 


(5)

где постоянные 
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3. набор функций 
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4. общий вид решения задачи (2)
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5. из начального условия
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7. окончательное решение задачи (2)
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где 
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 определяются соотношениями (5), (6).

Заметим, что аналогичным образом может быть введена и определена функция Грина и для неоднородных краевых задач.

	Замечание. В физическом плане функция 
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 некоторого источника. Поэтому иногда она и называется функцией влияния мгновенного точечного источника или просто, функцией влияния.


8.2. Задача Коши
Рассмотрим задачу
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Для неё функция Грина вводится аналогичным образом, а именно, - как решение задачи
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Обозначим его также через 
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Изложим порядок нахождения функции 
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. В силу отсутствия граничных условий, метод Фурье непосредственно неприменим. В данном случае используются идеи, лежащие в основе операционного исчисления. А именно, применение к решаемому уравнению преобразования Фурье позволяет понизить размерность задачи и свести решение уравнения в частных производных к решению обыкновенного дифференциального уравнения.

Напомним некоторые особенности преобразования Фурье.

Пусть непрерывно дифференцируемая функция 
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причем
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Соотношение (9) называется еще прямым преобразованием Фурье, а соотношение (10), - обратным. Помимо линейных свойств для преобразования Фурье справедлива, так называемая, теорема дифференцирования:
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Применим теперь преобразование Фурье к задаче (8). Умножая обе части её уравнения на 
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где
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А из граничного условия (81) имеем
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Соотношения (11), (12) представляют собой уже задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения, величина 
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 в нём играет роль параметра. Общее решение уравнения (11) имеет вид
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а из начального условия (12) определяем
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Таким образом, решение задачи (11), (12) и, тем самым, преобразование Фурье искомой функции 
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Найдем функцию 
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Положим в нашем случае
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Тогда с учётом сдвига, функция 
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Это и есть функция Грина задачи Коши (7).

8.3. Пример

Рассмотрим следующую задачу
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Она имеет вид (7), следовательно, её решение, - вид (71). Т.е.
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В данном случае, согласно (13), функция Грина 
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Проведем вычисление полученного интеграла. С этой целью, выполним предварительно преобразование показателя в подынтегральном выражении. Имеем
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Таким образом, 
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Выполним теперь в интеграле замену
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Сделаем следующую замену


[image: image1389.wmf]2

1

36

36

1

x

x

=

+

t

t

;

где также 
[image: image1390.wmf])

,

(

2

+¥

-¥

Î

x

.Тогда


[image: image1391.wmf]ò

¥

+

¥

-

-

+

-

×

+

×

×

=

2

36

1

  

2

2

2

36

1

36

6

1

)

,

(

x

p

x

d

e

t

t

e

t

t

x

u

t

x

.

Учтем, что полученный несобственный интеграл есть интеграл Пуассона и его значение равно 
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. Тогда, проводя очевидные упрощения, окончательно получим
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Это и есть решение данной задачи. Заметим, что при наличии малейших сомнений, в этом можно убедиться непосредственной подстановкой.

Лекция 9. Разностные схемы решения простейших краевых задач
9.1. Вступительные замечания
Ниже рассматриваются методы решения краевых задач для простейших уравнений параболического, эллиптического и гиперболического типов вида
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Предполагается, что область 
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 изменения независимых переменных является прямоугольной. Т.е. 
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Обозначим через 
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 левые части уравнений (1), выражение 
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 в дальнейшем будем называть дифференциальным оператором. В этом случае уравнения (1) можно представить в виде
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Разобьём область 
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 прямыми параллельными осям координат на равные части. Вершины этих частей будем называть узловыми точками (Рисунок 1), а выполненное разбиение будем называть сеткой. Обозначим через 
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 величину, характеризующую размер ячейки сетки (например, 
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	Задача численного решения краевой задачи заключается в нахождении массива 
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При разностном подходе эта задача решается следующим образом.
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Рисунок 1. Построение сетки

На базе уравнения (2) формируется так называемый, разностный оператор 
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. Он строится путём замены производных на разностные отношения и выражается через значения искомой функции в узловых точках. И, далее, вместо уравнения (2) рассматривается уравнение, или точнее, система конечных соотношений
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где 
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 определяют особенности вычислительного процесса (3).
9.2. Показатели качества разностных схем
Принято качество составленной разностной схемы описывать определёнными показателями. К их числу относятся сходимость вычислительного процесса, порядок аппроксимации и устойчивость. Опишем каждый из них.
Рассмотрим наборы 
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, то вычислительная схема (3) называется сходящейся. Если имеет место оценка


[image: image1421.wmf]s

h

h

h

A

u

u

×

£

-

)

(

,
где 
[image: image1422.wmf]0

>

A

, 
[image: image1423.wmf]0

>

s

, то число 
[image: image1424.wmf]s

 называется порядком сходимости.

Далее, пусть набор 
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Принято считать, что набор 
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 описывает качество аппроксимации дифференциального оператора разностным. Предположим, что имеет место оценка
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Рассмотрим понятие устойчивости. Этот показатель характеризует чувствительность разностной схемы к тем погрешностям, которые неизбежно допускаются в процессе вычислений. В частности, к ним относятся и погрешности округлений. Если допускаемые неточности мало сказываются на результатах последующих вычислений, то схема называется устойчивой. Эти неточности можно представить в виде возмущений правых частей уравнений. Тогда понятие устойчивости можно трактовать так: малым изменениям правых частей уравнений соответствуют и малые изменения в решении. Математически это описывается следующим образом.

	Вычислительная схема (3) устойчива, если существуют 
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Оказывается, что между рассмотренными показателями существует определённая связь. Она устанавливается следующей теоремой.
	Теорема 1. Пусть вычислительная схема устойчива и имеет порядок аппроксимации 
[image: image1440.wmf]0
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. Тогда она является сходящейся и имеет порядок сходимости 
[image: image1441.wmf]p
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Отсюда вытекает следующий порядок построения и исследования разностных схем:

1. проводится нахождение разностного оператора 
[image: image1442.wmf]h

L

;

2. определяется порядок аппроксимации 
[image: image1443.wmf]p

 разностной схемы (3);

3. разностная схема исследуется на устойчивость.

Если результат выполнения последнего этапа оказывается положительным, то разностная схема, согласно указанной теореме, является и сходящейся.

9.3. Разностные схемы задач параболического типа
Рассмотрим, для определённости, первую краевую задачу
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Разделим область 
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 на прямоугольные части, шаг по переменной 
[image: image1448.wmf]x

 обозначим через 
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, шаг по переменной 
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. Выполним нумерацию узловых точек, обозначив через 
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 выберем определённую их совокупность. Этот набор называется шаблоном. Употребительны следующие шаблоны:

а) явный шаблон 





б) неявный шаблон

[image: image1458]
Первый из них, - шаблон а), называется явным, второй, - шаблон б), - неявным.

Построим выражения, аппроксимирующие в точке 
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 производные, входящие в уравнение (4). Используем для этих целей формулу Тейлора. Имеем
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Последние слагаемые в обоих выражениях представляют собой остаточные члены в форме Лагранжа, где 
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. Складывая теперь эти выражения и разрешая относительно 
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где
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Аналогичным образом, выполним разложение по переменой 
[image: image1471.wmf]t
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Тогда из первого из этих соотношений
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из второго, -


[image: image1475.wmf]2
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Используя (7), (8) для шаблона а), получим
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Отбрасывая в последнем соотношении величины 
[image: image1477.wmf])
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 получаем явную разностную схему
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где нижний индекс указывает номер узловой точки по переменной 
[image: image1479.wmf]x

, верхний, - по переменной 
[image: image1480.wmf]t

. Обратим внимание, что соотношение (10) разрешимо относительно 
[image: image1481.wmf]1
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, т.е. значения функции на следующем временном слое, что существенно облегчает решение.

Действуя аналогичным образом, для шаблона б) получим неявную разностную схему.
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Её особенностью является то, что она неразрешима относительно значений 
[image: image1483.wmf]j
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 на следующем временном слое. Однако, в целом, соответствующая система уравнений трёхдиагональна и для её решения используются специальные методы, одним из наиболее употребительных из которых является метод прогонки.

Если теперь к (10) или (11) добавить начальные и граничные условия
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получим замкнутую задачу для нахождения значений 
[image: image1487.wmf]1
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-ом временном слое, в случае схемы (10), и значений 
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[image: image1490.wmf]j

-ом временном слое, в случае схемы (11).

Устойчивость разностных схем. Обозначим отношение 
[image: image1491.wmf]r
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. Будем предполагать, что оно остаётся постоянным при проведении вычислений. Это означает, что изменение шага по одной из переменных влечёт соответствующее изменение шага и по другой.

При этих условиях показано, что явная схема оказывается устойчивой, если 
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, что естественно выполняется автоматически. Таким образом, неявная схема является глобально устойчивой. Кроме этого, следует отметить, что обеспечение устойчивости в случае явной разностной схемы требует большего дробления шага, и, влечёт к большим объёмам вычислений по сравнению с неявной.

Порядок аппроксимации. При замене дифференциального оператора разностным величина производимой погрешности обуславливается величиной 
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Сходимость. В соответствии с теоремой 1 (п.2) можно утверждать, что при выполнении указанных выше требований относительно устойчивости, явная разностная схема имеет порядок сходимости 
[image: image1498.wmf]2
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, неявная, - 
[image: image1499.wmf]1
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.
9.4. Разностные схемы задач эллиптического типа
В качестве примера, рассмотрим первую краевую задачу для уравнения Пуассона в прямоугольнике
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Разобьём область 
[image: image1507.wmf]]}
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 на равные прямоугольные части со сторонами 
[image: image1508.wmf]h

 и 
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 по переменным 
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 и 
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, соответственно, и рассмотрим трёхслойный пятиточечный шаблон (Рисунок 2), где 
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Рисунок 2. Шаблон, используемый для аппроксимации

Используем изложенный выше (см. п. 3) подход для аппроксимации входящих в уравнение производных. В результате получим следующую разностную схему для внутренних точек 
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Если к (12) добавить граничные сеточные условия


[image: image1520.wmf]j

j

u

1

,

0

j

=

, 
[image: image1521.wmf]j

j

N

u

2

,

j

=

,


[image: image1522.wmf]i

i

u

1

0

,

y

=

, 
[image: image1523.wmf]i

M

i

u

2

,

y

=

,

где 
[image: image1524.wmf]N

i

,

0

=

, 
[image: image1525.wmf]M

j

,

0

=

, получим замкнутую систему уравнений для определения приближённых значений функции 
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Полученная вычислительная схема обладает следующими особенностями:

1. при 
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 схема устойчива;

2. при 
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 она имеет порядок аппроксимации 
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;

3. схема является сходящейся и имеет порядок сходимости 
[image: image1530.wmf]2
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.

	Замечание. Отметим, что вид уравнения определяет и вид используемого шаблона. Так, например, для уравнения
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которое по-прежнему является гиперболическим, прежнего шаблона уже недостаточно. В этом случае используется трёхслойный девятиточечный шаблон
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9.5. Разностная схема задачи гиперболического типа
Рассмотрим для определённости первую краевую задачу для одномерного волнового уравнения
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Используем изложенные выше подходы к построению разностных схем. Также будем предполагать область 
[image: image1541.wmf]D

 прямоугольной, т.е. 
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. Проведём аналогичное разбиение области 
[image: image1544.wmf]D

 с шагом 
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 и 
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 по переменным 
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 и 
[image: image1548.wmf]t

, соответственно и применим трёхслойный пятиточечный шаблон (см. п. 4).

Тогда для аппроксимации уравнения в узловой точке 
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 получим следующую разностную схему
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(13)

где также, как и ранее, нижний индекс соответствует переменной 
[image: image1551.wmf]x

 верхний – переменной 
[image: image1552.wmf]t

. К этим соотношениям необходимо добавить ещё те, которые вытекают из начальных и граничных условий, а именно, -
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Схема (13), (14) является явной, т.е. разрешимой относительно 
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 и имеет следующие характеристики.

Обозначим 
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1. при 
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 схема является устойчивой,

2. имеет порядок аппроксимации 
[image: image1557.wmf]2
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,

3. является сходящейся и имеет порядок сходимости 
[image: image1558.wmf]2

=

s

.

9.6. Оценка погрешности численных решений
При численных расчётах используют различные подходы для оценки погрешности численных решений. Один из них заключается в использовании правила Рунге. Его сущность заключается в следующем.

Оказывается, что главный член погрешности метода имеет вид 
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 - порядок погрешности метода, 
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 - параметр, определяющий размер сетки. Тогда приближённо можно считать, что
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где 
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 - приближённое, полученное с шагом 
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. Тогда проведя расчёты с половинным шагом 
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Разрешим теперь систему соотношений (15), (16) относительно 
[image: image1568.wmf])
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Подставив теперь полученное соотношение в (16), получим
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представляющей собой оценку погрешности приближённого решения 
[image: image1571.wmf])
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. Таким образом, проводя последовательно вычисление с шагом 
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 и 
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 получаем возможность контролировать погрешность вычислений в общих узловых точках.

Другой подход заключается в следующем. Проводят вычисления с шагом 
[image: image1574.wmf]h

 и 
[image: image1575.wmf]2
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 и сравнивают значения в общих узловых точках. Совпадающие десятичные знаки считаются верными.

Лекция 10. Многомерные краевые задачи, некоторые методы их решения
Многомерными здесь будем называть задачи, содержащие более одной геометрической переменной. Изложим некоторые подходы к их решению, получившие распространение в последние десятилетия.

10.1. Методы расщепления
В этих методах исходная многомерная разностная схема с помощью специальных процедур разбивается на ряд одномерных. После этого к последним применяют экономичные вычислительные методы, в результате чего суммарная трудоёмкость  исходной задачи существенно снижается.

Рассмотрим в качестве примера двумерное уравнение теплопроводности
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Используя, как более устойчивый, неявный пятиточечный шаблон, обычным образом (см. Лекция 9) аппроксимируем входящие в уравнение производные, в результате чего получим соответствующую разностную схему
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Здесь шаг по переменным 
[image: image1578.wmf]x
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 был выбран одинаковым и равным 
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. Система соотношений (1) представляет собой линейную систему уравнений для определения приближённых значений функции 
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-ом временном слое. Её можно представить в виде
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где 
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 - постоянная матрица порядка 
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-ом временном слое. В одномерных задачах матрица 
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 имеет трёхдиагональный вид и решение системы (2) проводится методом прогонки, имеющим трудоёмкость равную 
[image: image1595.wmf])

(

0

N

. Однако, в многомерных схемах, построенных на базе (1), соответствующая система уравнений (2) трёхдиагональной уже не является. Поэтому, для её решения необходимо использовать уже иные, менее экономичные методы, а это отражается и на общей трудоёмкости решения. Так, например, при использовании метода Гаусса для решения системы (2) общее число арифметических операций составляет уже величину порядка 
[image: image1596.wmf]3
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Изложим идею расщепления.

Выполним очевидное преобразование схемы (1)
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(3)

и обозначим, входящие в (3), разностные операторы через 
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Тогда систему соотношений (3) можно представить в виде 
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или в матричной форме
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где 
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и т.д. Т.е. применение оператора 
[image: image1607.wmf]L

 к набору 
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 эквивалентно его применению к каждому элементу этого набора.

Рассмотрим теперь схему
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В развернутом виде она имеет вид 
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Очевидно, что левые части вычислительных схем (4), (5) отличаются на малые порядки 
[image: image1611.wmf]2
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. Поэтому в тех случаях, когда это несущественно, в теории эти вопросы изучаются, наборы значений 
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 полученные при использовании вычислительных схем (4), (5), близки. Однако схему (5) можно разбить на две одномерные. А именно,
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где 
[image: image1614.wmf]k

v

 - вспомогательный промежуточный набор. Таким образом, решив последовательно две одномерные трёхдиагональные схемы (6), получим приближённое решение задачи (4) и, следовательно, задачи (3), достигнув при этом трудоёмкости равной 
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Изложенный подход использовался, в частности, к решению задач прогноза погоды в ВЦ АН СССР и описан в монографии Г.И. Марчук. Численное решение задач динамики атмосферы и океана. Л.: Гидрометеоиздат, 1974. – 304с.

10.2. Комбинированные подходы
Известны результативные попытки использования для дискретизации по одной из переменных, например, по переменной 
[image: image1617.wmf]t

, приближённых методов решения обыкновенных дифференциальных уравнений.

Такой подход использовался, в частности, также при моделировании задач прогноза погоды (см., например, Mac Donald A.E., Lee I.L., Sun S. QNH: Design and Test of a Quasinonhydrostatic Model for Mesoscale Weather Production. – Monthly Weather – Review, Vol. 128, p. 1016-1036) и заключается в следующем.

Пусть, имеется система уравнений параболического типа
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Тогда дискретизация по времени с использованием метода Адамса-Башфорта третьего порядка приводит к следующей схеме

[image: image1619.wmf][
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Это явная схема, требует одного вычисления правых частей уравнений на каждом шаге интегрирования и оказывается устойчивой при определённых соотношениях между 
[image: image1620.wmf]t

 и 
[image: image1621.wmf]h

, - шагом дискретизации по геометрическим переменным. Для вычисления наборов значений функции 
[image: image1622.wmf]u

 на двух первых временных шагах используется метод Адамса-Башфорта первого порядка. К числу особенностей этой схемы можно отнести необходимость удерживать в оперативной памяти наборы значений правых частей уравнений на трёх временных слоях.

Наряду с приведённой схемой, для решения задач климатологии апробировалась также схема, основанная на методе Адамса-Мултона третьего порядка. Применительно к системе (7) она выглядит так
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Это уже неявная схема и для получения значений функции 
[image: image1624.wmf]u

 на очередном временном слое требует выполнения ряда итераций.

10.3. Метод конечного элемента
Первоначально разработанный для решения задач теории упругости и расчёта конструкций позднее этот метод стал использоваться и для решения краевых задач математической физики. Концептуально он заключается в следующем.

На первом этапе исходную краевую задачу заменяют эквивалентной задачей обычно налагающей более слабые требования на гладкость искомой функции. В частности, в качестве такой может выступать задача о нахождении экстремума некоторого функционала, оптимизирующая функция которого является и решением рассматриваемой краевой задачи. Далее, решение новой задачи приближённо ищется в виде линейной комбинации некоторых базисных функций (это методы Галёркина, Ритца, коллокаций) с неизвестными коэффициентами. Одной из характерных особенностей метода конечных элементов является выбор базисных функций, производится это следующим образом. Область изменения геометрических переменных разбивается на конечные части в виде выпуклых многоугольников, или многогранников в трёхмерном случае, на плоскости это, обычно, треугольники или прямоугольники, а их вершины принимаются в качестве узловых точек. В качестве базисной функции принимается функция, представляющая собой линейную форму на конкретном конечном участке и равную 
[image: image1625.wmf]0

 вне его. Таким образом, формируется набор функций число которых равно числу конечных элементов. Обратим внимание, что расположение узловых точек может выбираться произвольно с учётом априорных представлений о поведении искомой функции, т.е. их равномерное распределение совсем не обязательно.

Рассмотрим для иллюстрации двумерную краевую задачу параболического типа
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где 
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Показано, что эта задача эквивалентна, так называемой, слабой форме задачи, имеющей вид
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с начальным условием
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представляют собой скалярные произведения в функциональном пространстве 
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представляет аналог оператора Лапласа. Оказывается, что функция 
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, удовлетворяющая задаче (10), (11) является и решением задачи (8), (9). В этом смысле задачи (8), (9) и (10), (11) эквивалентны.

Решение задачи (10), (11), т.е. функция 
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где 
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 - базисные функции. Подставляя (12) в (10) получаем систему линейных дифференциальных уравнений для определения 
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с начальными условиями
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где 
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 - коэффициенты разложения функции 
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На начальном временном слое 
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Система (13), (14) используется для нахождения функций 
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 и, совместно с (12), последующего продвижения на величину 
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Формирование базисных функций на каждом временном слое производится так. Пусть исходная геометрическая область разделена на треугольные конечные элементы и пусть 
[image: image1660.wmf]3

2

1

A

A

A

D

 с вершинами 
[image: image1661.wmf])

,

(

1

1

1

y

x

A

, 
[image: image1662.wmf])

,

(

2

2

2

y

x

A

, 
[image: image1663.wmf])

,

(

3

3

3

y

x

A

 один из них, условно 
[image: image1664.wmf]i

-ый элемент (рисунок 1). 


[image: image1665.emf]y

x

A

1

A

2

A

3


Рисунок 1. Треугольный конечный элемент
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Раскрывая теперь определитель по третьему столбцу и обозначая 
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 - алгебраические дополнения к элементам третьего столбца.

Более подробно о методе, вопросах его сходимости и применения к другим типам краевых задач см. Э. Митчелл, Р. Уэйт. Метод конечных элементов для уравнений с частными производными. М.: Мир, 1981. – 216 с.
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Теорема 1. Собственные значения краевой задачи (1)-(3) неотрицательны, а их множество счетно.





Теорема 2. Система собственных функций ортогональна в области � EMBED Equation.3  ��� с весом ρ, т.е. 


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.
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