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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ДЛЯ АНАЛІЗУ РЕЖИМІВ РОБОТИ 
АСИНХРОННОГО ДВИГУНА ПРИ СИМЕТРИЧНІЙ І НЕСИМЕТРИЧНІЙ 

НАПРУЗІ ЖИВЛЕННЯ 

У статті розглядається алгоритм створення математичної моделі асинхронного двигуна з короткозамкненим 
ротором з метою визначення режимів його роботи та діагностування. При складанні моделі було здійснено аналіз 
режимів роботи асинхронного двигуна при симетричних і несиметричних напругах. Розроблена математична 
модель містить повну систему диференційних рівнянь у фазних координатах для асинхронного двигуна з 
визначеним числом фаз ротора. Отримана модель дає можливість продовжити роботу з моделювання машин 
асинхронного типу та аналітичного визначення параметрів, що описують його роботу.

Асинхронний двигун, діагностика, симетрія, асиметрія, математична модель, перехідні процеси, 
стаціонарні процеси, комутація, опір обмотки, магнітне поле, напруга, струм, потокозчеплення, кутова 
швидкість обертання.

Асинхронний  двигун  з  короткозамкнутим  ротором  є одним  з  найпоширеніших  двигунів  у  приводах 
технологічного обладнання енергоємних виробництв.

Несправності  асинхронних  двигунів  викликаються,  насамперед,  причинами  їх  експлуатації:  часті  важко 
навантажені  пуски,  нестабільність  значень  напруги  – її  асиметрія  або  відхилення  від  номінальних  значень. 
Виникаючі несправності можуть викликати аварійні стани  і як наслідок порушення протікання технологічних 
процесів та виходу з ладу виконавчих органів технологічних об’єктів.

Питанням  аналізу  перехідних  процесів  та  визначення  несправностей  асинхронних  двигунів  присвячена 
значна  кількість  наукових  робіт  відомих  учених:  Соколова  М.М.,  Сивокобиленка  В.  Ф.,  Костенка  М.П., 
Сиромятникова І.А. та інших. При експлуатації несправних електродвигунів можуть виникати аварійні ситуації 
та порушуватися хід технологічних процесів [1−3]. 

Стаціонарні і перехідні режими в асинхронному двигуні з короткозамкненим ротором при симетрії обмоток 
або асиметрії живлячої напруги досліджені досить повно [4]. У меншому ступені досліджені процеси асиметрії 
роторів [5].

Своєчасна  діагностика  стану  асинхронних  двигунів  є  досить  актуальною  задачею.  Для  цього  необхідно 
здійснити теоретичні та натурні дослідження. Основні проблеми, що виникають при вирішенні цієї актуальної 
задачі полягають у відсутності спеціальних  інформаційних параметрів та ознак діагностичних параметрів, що 
характеризують зміну технологічного стану при виникненні несправностей, завдяки яким можна було б створити 
методи та засоби діагностики асинхронних машин. У теоретичному напрямку цікавим є створення математичних 
моделей асинхронних двигунів і визначення за допомогою цих моделей закономірностей протікання процесів у 
асинхронному двигуні.  Математичні  моделі  дозволяють  дослідити  перехідні і  стаціонарні  процеси  при 
симетричних або несиметричних напругах джерела та симетричних або несиметричних станах обмоток статора 
і ротора [6].

Для  складання  моделі,  що  дає  опис  електромеханічних  процесів  у  асинхронному  двигуні  в  перехідних 
режимах,  необхідно скласти  рівняння  рівноваги  електричних  і  механічних  процесів  при  перетворенні 
електромагнітної енергії у механічну. Математична модель дозволяє робити певні спрощення або припущення: 
не враховуються втрати у сталі, фазні обмотки мають однаковий опір і є симетричними, повітряний зазор між 
статором  і  ротором рівномірний по всьому  колу, магнітне поле  є  рівномірним  і  розподіленим синусоїдально, 
насичення магнітопроводу не враховується.

Для  точного  опису  процесів,  що  протікають  у  асинхронному  двигуні  при  перехідних  режимах,  найбільш 
раціональним є складання багатоконтурних схем заміщення, у яких ротор представлено у вигляді RL-ланок, а
їхні параметри залишаються постійними і не залежать від частоти струму (рис. 1) [7].

Для  складання  математичної  моделі  асинхронного  двигуна  з  короткозамкнутим  ротором  потрібно  для 
кожного зі  стрижнів  у  роторі  зі  своїми  параметрами  опору  записати рівняння  рівноваги  напруги.  Згідно  цих 
міркувань,  диференційні  рівняння  ланцюгів, складені  для  системи  координат,  що  обертається  з  кутовою 
швидкістю ωk, можна записати у вигляді:
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|3Yi*Y+@HuY+<IaHuY= 5vдв3eK(c)i*eK(c) +@HuK(c) +<(Ia−I)HueK(c) = 03eL(c)i*eL(c) +@HuL(c) +<(Ia−I)HueL(c) = 0 (1)

де 3Y– активний опір статорної обмотки,
i*Y– вектор струму обмотки статора,@– число пар полюсів,HuY– потокозчеплення,@HuY– похідна від вектора потокозчеплення обмоток статора,5vдв – вектор напруги на статорі,3eK(c) – активні опори контурів ротора,
i*eK(c) – вектори струму в контурах ротора,@HuK(c) – похідна від векторів потокозчеплень роторних контурів,I– кутова швидкість обертання ротора,
n – число короткозамкнених стрижнів ротора.

Рисунок 1 – Схема заміщення асинхронного двигуна з короткозамкнутим ротором

Потокозчеплення статора і ротора та гілки намагнічування можна представити у вигляді:

-,
+HuY= 1lYi*Y+HukHueK(c) = 1leK(c) i*eK(c) +Huk(c)HueL(c) = 1leL(c) i*eL(c) +Huk(c) (2)

З виразу (2) можна отримати значення струмів:
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-..
,.
.+ i*Y= HuY1lY− Huk1lY

i*eK(c) = HueK(c)1leK(c) −Huk(c)1leK(c)
i*eL(c) = HueL(c)1leL(c) −Huk(c)1leL(c)

i*k= i*Y+� i*eK(_) +� i*eL(_)c
_UK

c
_UK

(3)

Розв’язуючи спільно рівняння (2) і (3) відносно Hukотримаємо:
Huk= 1=}HuY1lY+� HueK(_)1leK(_) +� HueL(_)1leL(_)c

_UK
c
_UK ~ (4)

== 11k+ 11lY+� 11leK(_) +� 11leL(_)c
_UK

c
_UK (5)

Диференційні  рівняння  статора  і  ротора  асинхронного  двигуна  можна  отримати  розглядаючи  одночасно 
рівняння (1) і (4):

-..
,.
.+@HuY= 5vдв − 3Y1lYHuY+ 3Y1lYHuk−<IaHuY@HueK(c) = −3eK(c)1leK(c) HueK(c) +3eK(c)1leK(c) Huk+<(Ia−I)HueK(c)
@HueL(c) = −3eL(c)1leL(c) HueL(c) +3eL(c)1leL(c) Huk+<(Ia−I)HueL(c)

(6)

Рівняння обертання ротора має вигляд:

@I= 10(2̂ −2d) (7)

де 2̂ – електромагнітний обертальний момент:

2̂ = 32HuY× i*Y (8)

2о – момент опору на роторі двигуна,
J – сумарний момент інерції приводу,@D= ω (9)

де D– кут повороту координатних осей.
Отримана математична модель, що  визначається формулами  (6) – (9)  може  бути  використана  для  аналізу 

симетричних  режимів  роботи  асинхронного  двигуна  за  відсутності  пошкоджень  у  роторних  ланцюгах  та 
симетричній напрузі живлячої мережі (рис. 2) [8].
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Рисунок 2 – Розкладання результуючого вектору напруги на складові α і β

У разі, коли виникають пошкодження в обмотках статора чи ротора або до двигуна підведені несиметричні 
фазні напруги, в асинхронних двигунах виникають несиметричні струми. І знову ж таки для діагностики таких 
режимів доцільним є складання математичної моделі.

Результуючий  вектор  трифазної  напруги  живлячої  мережі  можна  розкласти  на  дійсну  і  уявну  складові  у 
прямокутних координатах:5i= 3:�5vдв�,5j= /=�5vдв� (10)5vдв = 5i+ j 5j (11)

З іншого боку, для систем координат, що обертається, можна записати:

5vдв = 5vV= 5i+ j 5j= 23 (5[+65\+6L5]) (12)

де6= :̀∙KLJ° , 6L= :̀∙LNJ° (13)

�5[= 5b[cos(IB+G[)5\= 5b\cos(IB+G\)5]= 5b]cos(IB+G]) (14)

де G[,G\, G]– початкові фази відповідної напруги.
�5i= Re(5vV) = LM�5[− ZoTZpL �5j= /=(5vV) = K(M(5\−5]) (15)

За умови, коли 5[+5\+5]= 0 (16)

Маємо наступні залежності:

-.,
.+5i= 5[5j= 5\−5](35J= 13 (5[+5\+5]) = 0 (17)

Складові напруги по осям α і β пов’язані із симетричними складовими напруги прямої (U1), зворотної (U2) і 
нульової послідовності (U0):
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�5i= 5K−5L5j= K̀(5K−5L) (18)

або

�5K= ZsS̀ZtL5L= ZsT̀ZtL (19)

З  урахуванням співвідношень  (11) – (19),  а  також диференційних рівнянь  (6), що  записані  для нерухомих 
відносно  осей  α і  β,  можна  отримати  математичну  модель  для  аналізу  перехідних  процесів  у  асинхронному 
двигуні при несиметричних фазних напругах живлячої мережі за умови тих припущень, що були визначені вище. 
На додаток слід зазначити, що по обмоткам статора не протікають струми нульової послідовності через те, що 
нейтралі цих обмоток не заземлюються. 

У разі, коли фазні напруги несиметричні, тобто коли вони мають різні амплітуди і свою початкову фазу, але 
при цьому сума їх миттєвих значень дорівнює нулю, можна записати:

-,
+5[= 5[b[gcos(IB+G[)5\= 5\b[gcos(IB+G\)5]= 5]b[gcos(IB+G])5[+5\+5]= 0 (20)

У осях α і β дані вирази набудуть вигляду:

�5i= 5[b[gcos(IB+G[)5j= K(M(5\b[gcos(IB+G\) −5]b[gcos(IB+G])) (21)

Беручи до уваги попередні висновки з урахуванням залежностей (20) і (21) отримаємо диференційні рівняння 
асинхронного двигуна з короткозамкнутим ротором в осях α і β при ωk = 0:

-..
...
...
...
.,
...
...
...
...
+ @HuYi= 5vW− 3Y1lYHuYi+ 3Y1lYHuki@HuYj= 5vX− 3Y1lYHuYj+ 3Y1lYHukj@HueKW(c) = −3eK(c)1leK(c) HueKW(c) +3eK(c)1leK(c) Huki−IHueKW(c)
@HueKX(c) = −3eK(c)1leK(c) HueKX(c) +3eK(c)1leK(c) Hukj−IHueKX(c)
@HueLW(c) = −3eL(c)1leL(c) HueLW(c) +3eL(c)1leL(c) Huki−IHueLW(c)
@HueLX(c) = −3eL(c)1leL(c) HueLX(c) +3eL(c)1leL(c) Hukj−IHueLX(c)

@I= 10(2̂ −2d)2̂ = 11lY�HuYjHuki−HuYiHukj�
Huki= 1=}HuYi1lY+� HueKW(_)1leK(_) +� HueLW(_)1leL(_)c

_UK
c
_UK ~

Hukj= 1=}HuYj1lY+� HueKX(_)1leK(_) +� HueLX(_)1leL(_)c
_UK

c
_UK ~

(22)

Дані диференційні рівняння (22) дозволяють досліджувати особливості перехідних процесів у асинхронному 
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двигуні при наявній несиметрії напруги живлячої мережі при наявності напруг прямої і зворотної послідовності, 
заданому  законі  зміни  живлячої  мережі  та відомих  значеннях  параметрів  обмоток  статора  і  ротора.  Дана 
математична  модель  може  стати  основою  для  розробки  та  оцінки  ефективності  різноманітних  способів 
діагностики роботи асинхронних двигунів.

У даній статті були розроблені математичні моделі для розрахунку миттєвих значень струмів і напруг при 
стаціонарних, симетричних і несиметричних перехідних режимах роботи асинхронних двигунів. Додатково була 
розроблена  математична  модель  на  основі  повних  диференційних  рівнянь  статора  і  ротора,  записаних  у 
нерухомих відносно статора осях, які дозволяють виконати аналіз несиметричних перехідних режимів роботи, 
що викликано несиметрією напруги живлячої мережі.
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Mathematical model for analysis of operating modes of asynchronous motor symmetric and asymmetric supply 
voltage. The article deals with the algorithm of creating a mathematical model of an induction motor with a short-circuited 
rotor in order to determine its modes of operation and diagnosis. When assembling the model, the modes of operation of 
the induction motor at symmetric and asymmetric voltages were analyzed. The mathematical model developed contains 
a complete system of differential equations in phase coordinates for an asynchronous motor with a determined number of 
rotor phases. The obtained model makes it possible to continue the work on modeling machines of asynchronous type 
and analytically determine the parameters that describe its operation.
Key words: Asynchronous motor, diagnostics, symmetry, asymmetry, mathematical model, transients, stationary 
processes, commutation, winding resistance, magnetic field, voltage, current, coupling, angular rotation speed.


