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Актуальність питання. Динаміка неголономних систем є одним з найбільш складних 

розділів механіки. Теорії руху неголономних систем завжди приділялася досить велика увага. 
Ці системи є механічними моделями багатьох технічних об'єктів. Багато технічних пристроїв 
представляють у вигляді системи твердих тіл, сполучених між собою шарнірами.  

У гіроскопії і механіці твердого тіла немало прикладів, коли побудовано точні 
розв’язки досліджуваних рівнянь в загальних або окремих випадках, методи побудови яких 
можуть бути використані в аналогічних випадках. Дослідження можливостей точної 
інтеграції рівнянь руху має теоретичне і практичне значення. Нерідко точна інтеграція 
значно спрощує дослідження нелінійних рівнянь і має свої переваги. Точний розв’язок задачі 
служить еталоном для наближених методів і може служити початковим наближенням для 
складніших задач.  

Раніше вже були розглянуті деякі інтегровані випадки задачі про рух за інерцією двох 
гіроскопів Лангранжа, з’єднаних неголономним шарніром [1], [2]. 

Знаходження точних розв’язків є початковим етапом для побудови повних розв’язків, 
які в наочній формі дають вичерпну інформацію про особливості руху кожного з тіл системи. 

Постановка мети та задач дослідження. Метою роботи є перетворення рівнянь руху 
двох тіл, з’єднаних неголономним шарніром, побудова нових аналітичних і повних 
розв’язків цієї задачі. 

О. П. Харламов і М. П. Харламов запропонували реалізацію неголономної в'язі – 
неголономний шарнір [3], коли до внутрішньої або зовнішньої поверхні сферичної оболонки 
кріпиться рамка, що несе коліщатка (диски). Можливі різні конструкції такої в'язі, що 
забезпечують рівність компонент кутових швидкостей *ω  і *W , з’єднаних цим шарніром тіл 
S  і 0S  у напрямі е , фіксованому в одному з них (ортогонально площині, що містить осі 
коліщаток): ee ×W=× **w . Ця в'язь виключає відносні повороти тіл S  і 0S  навколо осі 
неголономності, що має напрям е . 

Постановка задачі про рух за інерцією двох гіроскопів Лагранжа, з’єднаних 
неголономним шарніром, надано у роботі [4] М. Ю. Лесіної і О. П. Харламова. Система, що 
розглядається, замкнена: дванадцять рівнянь зв'язують дванадцять величин.  

Взаємодію тіл S  і 0S  в неголономному шарнірі забезпечує момент 0
3еL=L , що 

характеризує дію через цей шарнір тіла  0S  на S . 
qq cossin 32 LL eeL +-= , протидія – L   прикладена до 0S . 

У системі координат, що рухається поступально разом з О, 302211 )( eееК nВ ++= ww – 
момент відносно точки О кількості руху тіла S . 
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110 )( eееК0 nΩΩВ ++=  – аналогічний вектор для тіла 0S . 

Записуючи зміну вектора К  в системі координат, що рухається поступально з 
прискоренням *W ,  слід окрім моменту пружних сил )(1 qΠ ¢e  ввести момент переносних сил 
інерції )( *mWr -´ . У проекціях на третю вісь рівняння встановить несталість величини n , а 
перші два записуються у вигляді 
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При складанні рівнянь руху тіла 0S , окрім моменту – )(0
1 qΠ ¢e , потрібно врахувати момент 

)( *0 mWr -´ : 
]cos)(sin)[()()( 321

2
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1203210 qwwwqwwq -+++¢=+- && NΠΩnΩΩΩA , 

)()( 13210132 ΩNΩnΩΩΩA ww +=-+ && , Ln -=0& . 
Система рівнянь, розв’язана відносно похідних, має вигляд: 

3/ wj -= Jn& ,  300 / ΩJnΦ -=& ,  θLn cos=& ,  Ln -=0& ,  
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Ці рівняння слід доповнити кінематичними співвідношеннями  

 11

·
+= qW ω ,     qqW sincos 322 ωω += ,        qqW cossin 323 ωω +-= ,    θΦ cos

··
=j .  

Інтеграл, що виражає сталість моменту кількості руху системи відносно її центру мас : 
22
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( ) ( ) 1011 coscos ΩθNAωθNAG -+-= ,  
( ) ( ) θnΩNθAωθNAG sincoscos 02022 --+-= ,  
( ) nθnθNωΩAG ++-= cossin 02203   

і інтеграл енергії 
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2
0

2
2211

2
2

2
10

2
2

2
1 hПJnJnωΩωΩNΩΩAωωA =++++-+++ qq  де )(qП  – довільна 

диференційована функція кута q . 
Основний матеріал і результати досліджень. Виключаючи послідовно ( ) ( )θkθω ¢  ,2  

отримаємо для змінної ( )θk0  лінійне однорідне диференційне рівняння другого порядку зі 
змінними коефіцієнтами, де замість параметрів NJJAA   ,  ,  ,  , 00   введемо нові безрозмірні 
параметри 00* 1 JAHB += ,   10* -= JAHD ,  0* ANE = ,  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . 0cos21sincos3cos 000

2 =+-+¢-+¢¢+ θ kθEBθθk θDEθk θDB ******  
Прийнявши обмеження, що тіло S  сферично симетрично і одно з тіл системи 

закріплене в центрі мас отримано новий розв’язок задачі про рух за інерцією двох гіроскопів 
Лагранжа, з’єднаних неголономним шарніром. 
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Знайдено потенційну енергію пружного елементу ( ) ( )βλθMθΠh * +=- 2
1 cos~22 , де 
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Висновки.  

За допомогою напівзворотнього методу отримано розв’язок задачі на лінійному по 
других і третіх компонентах кутових швидкостей тіл інваріантному співвідношенні 
спеціального вигляду, при обмеженнях – тіло S  сферично симетрично і одно з тіл системи 
закріплене в центрі мас.  

Швидкість власного обертання тіла 0S  дорівнює нулю, тому напіврухомий базис 
0
3

0
21 eee  співпадає з базисом 0

3
0

2
0

1 eee ** . Швидкість власного обертання тіла S  також дорівнює 
нулю, тому, аналогічно, напіврухомий базис 321 eee  співпадає  з базисом 3

*
21 eee* . 
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